Géomeétrie affine - exercices d’application- indications de réponses

1. (a) Je propose deux rédactions possibles :

e D est définie comme intersection de deux plans affines, d’équations

respectivement
Hy:2x+4+3y—4z=-1
et
Hy:2—-2y+2=3
R . 2 3 —4
Ces plans sont non paralléles car la matrice 1 —9 1 est de

rang 2. L’ensemble D est donc une droite affine.
De méme, D’ est une droite affine car la famille

{(117 _17 _7)7 (17 17 1)}

est également libre.

e D est définie par un systéme de deux équations et trois inconnues
de rang 2. Donc D n’est pas vide, car tout systéme de rang égal au
nombre d’équation est compatible. Ainsi, D est un sous-espace affine
de R? | et D est de dimension 1 d’aprés le théoréme du rang, donc D
est une droite affine.

De méme, D’ est une droite affine car la famille

{(11,-1,-7),(1,1,1)}

est également libre.

(b) Pour savoir si les droites sont sécantes, résolvons le systéme définissant

D N D’ : Echelonnons le systéme en utilisant la méthode du pivot de
Gauss :

20 +3y—4z = -1 r+y+z = 1
r—2y+z = 3 N y—6z = =3
Mz —y—-72 = « -3y = 2
r+y+z = 1 —12y—182 = a-—11
r+y+z = 1 — 2_ 7
& ) & 1_82
vy = 3 y = 3
~1252 - 18z = a-—11 1 = a-11
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On en déduit que le systéme n’est compatible que si @« = 12. Dans ce
cas, les droites sont sécantes. Leur point d’intersection est le point de
coordonnées (%—g, %2, T723)

Si a # 12, les deux droites sont disjointes. Elles ne peuvent pas étre
paralléles. En effet, si elles I’étaient, alors les espaces directions D et D/
définis par les systémes sans second membres seraient égaux. Or D' ne
dépend pas de «, et dans le cas a = 12 on a démontré qu’il n’est pas
égal a D puisque les droites sont sécantes en un unique point commun.
On peut donc conclure que dans le cas ot a # 12 les droites D et D’
sont non coplanaires.

Notons
H : llx—y—Tz=a H)

de sorte que D' = Hj N H). Dans le cas ou « # 12, les droites D et D’
sont non coplanaires. En particulier : D n’est ni incluse dans Hj, ni dans
H/, puisque ces deux plans contiennent D’. Ainsi, on ne peut pas donner
un systéme d’équation pour D contenant 'une des équations définissant
D/

Pour répondre & la question dans le cas oi a@ = 12, cherchons un para-
métrage de D (cela revient a résoudre le systéme définissant D) :

crtyt+z=1

-1 N Ty—6z = =7
3 T —2y+z 3

2¢ + 3y — 4z
r—2y+z

< (z,y,2) = (1,—1,0) + A(5,6,7)

Le point (1,—1,0) vérifie ’équation 11z — y — 72 = 12 et le vecteur
(5,6,7) vérifie 'équation 11z —y — 7z = 0. La droite D est donc incluse
dans le plan Hj dans le cas ot o« = 12, ce qui signifie que ’on peut définir
D par un systéme de rang deux contenant 1’équation

e —y—72=12

2. Premiére matrice de rang 1 : définit un plan affine

Deuxiéme matrice de rang 2 : définit une droite affine

Troisiéme matrice de rang 3 : définit un point

Quatriéme matrice : de rang 2, soit incompatible, soit définit une droite
affine dans le cas particulier ot ¢ = 2a — b



Cinquiéme matrice de rang 3 :le systéme est soit incompatible, soit définit
un point (dans le cas particulier d = 3b + 2a

Sixiéme matrice de rang 2 : Ly = 2Ly — Ly et Ly = L1 +2Ls. Soit le systéme
est incompatible, soit il définit une droite affine, dans le cas particulier ou
c=2a—betd=a+2b.

Septiéme matrice de rang 3 : Ly = 2L — Lo ; et Ly, Lo, L3 linéairement
indépendantes. Soit le systéme est incompatible, soit il définit un point dans
le cas particulier ou ¢ = 2a — b.

3.(a) 1- On cherche une équation de plan, par exemple en écrivant

1 1
3 —-1]=0
Yy 2

det

8 = =

—Adr4+2y+2:=02xr—-y—2=0

2- Comme v3 = 2v; — vg, 'espace engendré est le méme que si 'on
n’avait que les deux premiers vecteurs.

3- Comme det (v, vq,v3) # 0, 'espace engendré par ces vecteurs est R3.

4- L’espace engendré est une droite. On peut choisir comme équations
indépendantes vérifiées par le vecteur vy :

z—y=0 z—2z=0
(b) Le point (0,1,-1) appartient a I'espace vectoriel d’équation
20 —y—2=0

donc les équations ne changent pas dans les questions 1 et 2. De méme,
ce point appartient 4 R3, et I’espace translaté est égal & lui méme;
Pour la derniére question, le point P n’appartenant pas a la droite vec-
torielle D engendrée par le vecteur (1,1,1); Pespace affine passant par
P et de direction D a pour équations :

r—y=-1 z—2=1

4. On démontre que les trois plans se coupent le long d’une droite.

5. L’équation (F) est incompléte. En lui ajoutant un second membre non nul,
on obtient un ensemble de solution muni d’une structure affine, sous-espace
affine de ’espace des fonctions réelles, muni de sa structure affine canonique.

6. 1- L’application f est une application linéaire de R* dans R. Sa matrice
représentative est (1 —2 0 3). Cette application est de rang 1. Son
noyau est I'hyperplan H d’équation x — 2y + 3t =0

2- Soit u = (a,b,c,d) € R* avecu & H : a—2b+3d # 0. Notons Hy = t,,(H)
Montrons que H; est un sous espace affine de R*.
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e u =t,(0), donc clairement u € Hy, car 0 € H.
e Par définition, on a :

veH, v=u+h, otheH

de sorte que H; est bien le sous espace affine de R%, de direction H
et passant par u.
3- En choisissant v = (1,0, 0,0), I’équation cartésienne de H; est

r—2y+3t=f(u)=1

4- Une base affine, de H; est formée de 4 points A, B,C, D de H; tels que
les vecteurs Ai?, AC et AD forment une base de H. On peut par exemple
choisir A = u, B =u+(3,0,0,—1), C =u+(0,0,1,0), D = u+(2,1,0,0).
En effet, les points A, B, C, D ainsi définis appartiennent bien & H; et
les vecteurs A_B, AC et AD forment une famille libre de cardinal 3, donc
une base de H.

. Ici, on donne les équations cartésiennes, mais le plus simple pour répondre &

la question posée est de repasser par une équation paramétrique : déterminer
un point A du plan P et deux vecteurs (u,v) directeurs du plan vectoriel P,
puis en déduire I’équation cartésienne en utilisant un déterminant.

r—1 y =z
det 1 1 -2 | =0
1 2 3

. Fy est un sous espace vectoriel de R4[X] muni de sa base canonique (1, X, X2, X3

Il est de dimension quatre, engendré par (X, X2, X3 z%). Fy est un sous
espace affine de Ry(X] muni de sa structure naturelle d’espace affine. Sa
direction est Fj.

. Soient V' et W deux sous-espaces affines de E. Par commodité d’écriture,

on omettra les fleches sur les vecteurs notés u, v ou w de E.

Supposons que V @ W = E. Montrons d’une part que VN W est un
singleton et d’autre part que Af f(VUW) =
e Pour commencer, montrons que V NW n’est pas vide. Par hypothése, V'

et W ne sont pas vide puisque ce sont des espaces affines. Soient A € V'
et Be W. Par hypothése, il existe une décomposition unique du vecteur
AB en somme d’un vecteur de V et d'un vecteur de W autrement dit,
il existe un unique point C; € V et un unique point Cy € W tels que
AB = Aél —l—C;B , mais alors, d’aprés la relation de Chasles, on en déduit
que C’ng = 6 cest adireque C; =Co=CeVnNW.
Supposons qu il existe un deux1eme pomt C’" € VNW, alors le vecteur
C’C’ € V N W de sorte que CC’" =0 : C = C’. On a bien démontré que
siVaeW =E,alors VAW est un singleton



Remarque : pour démontrer que V NW est réduit au point C' construit,
on peut aussi invoquer un argument de dimension ici : V N n’étant
pas vide, il s’agit d’un espace affine de direction Vaw = {0}. Or un
espace affine de dimension 0 est un point.

e Soit maintenant M € E, quelconque. Montrons que M € Af f(V UW).
Par hypothése, il existe v € Vet we W tels que CM = v+ w, cela
prouve que M € Aff(VUW)

Réciproquement, supposons que VNI est un singleton C, et que
Aff(VUW) =E.
e Pour commencer, montrons que lorsque VNW # (), on a AFF(V U Wi =
V + W Par définition,

AFF(VUW) = Vect(MN, (M,N) € (VUW)?).

1l suffit donc de démontrer que pour tout (M, N) € (VUW)?, le vecteur
MN eV +W.En effet, I'inclusion réciproque est évidente.

Soit donc (M, N) € (VUW)2. Si (M, N) € V2, alors MN € V et il 'y
a rien a démontrer. De méme si (M, N) € W2. On peut donc supposer
que M eVetNecW.

Comme VNW #£ 0, il existe C € VN W.

D’apreés la relation de Chasles, on peut écrire MN = m—&—C—N> eV+W.
On a bien démontré que

AfF(VUWS = Vect(MN, (M,N)e (VUW)?) =V + W

e Soit maintenant u € E. Démontrons que u € V—H/f_{ D’aprés la définition
des espaces affines, il existe M € FE tel que @ = C M. Or, par hypothése,
M e Aff(VUW), ce qui implique que

CM € Vect {MN,(M,N) e VUWY) =V + W

e Reste & démontrer que la somme est directe. Supposons que v € vecV N
W, et montrons que v = 0. Par définition de 'espace affine V', il existe
M €V tel que CM =v.De méme, il existe N € W tel que CN = v. Mais
par unicité de I"image de C' par la translation de vecteur v (définition de
Pespace affine E), on a M = N € VNW et par hypothése, on en déduit
que M = N = C, autrement dit v = 0.

10. 1l s’agit d’appliquer la relation de Chasles et d’utiliser la décomposition de

I’espace direction suivant V @ w.

11. AIl. Si A et B sont deux points distincts du plan alors A—i—Vect(AB) contient

A et B, et réciproquement, si une droite affine contient A et B, alors sa
direction est engendrée par vecAB
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12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

AT2. Soit A € D (un sous espace affine est non vide) et @ # 0 un vecteur
directeur de D. Il existe B dans le plan tel que @ = AB et par définition
d’un sous-espace affine, B € D. Or B # A car i # 0.

AI3. Si tous les points étaient alignés, ’espace direction serait un espace
vectoriel de dimension 1. Dans tout plan vectoriel, il existe donc trois points
non alignés.

AT4. Enfin 'axiome d’Euclide est vérifié : en effet, quelle que soit la droite
D du plan et le point A, on peut définir D’, la droite de direction D passant
par A.

D; et Do sont coplanaires (car incluses dans P3). Raisonnons par disjonc-
tion de cas. Soit elles sont paralléles, et on montre que D3 est forcément
également dirigée par le méme vecteur, soit elles sont sécantes, et on montre
que leur point commun appartient également & Ds.

pour la question a), on peut traiter tous les cas : rang de la matrice =0, 1
ou 2. Si le rang est de deux, alors on peut comme dans ’exercice précédent
raisonner par disjonction de cas sur les droites Dy et Ds. Pour la question
b), utiliser les coordonnées barycentriques de P, ) et R dans la base affine
(A, B,C). On notera que

P = Bar(B.6), (C.7)) & BPB +7PC = 06 =2 = -2

1 suffit d’exprimer DG dans la base (DﬂC , Dﬁ) du plan vectoriel AFF (B, C,D ).

C’est un cas particulier du théoréme de Menelaus. On peut donc le traiter en
utiliser les coordonnées barycentriques suivant la base A, B, C : Montrer par
exemple que le point d’intersection des droites (M N) et (BC) a les mémes
coordonnées barycentriques que P.

Utiliser les invariances du determinant (par ajout d’une des lignes aux
autres, d’un multiple d’une colonne aux autres...)

En utilisant les barycentres : montrer que 'intersection de (AD) avec le plan
(PQR) a les mémes coordonnées barycentriques que S dans la base affine
A,B,C,D

on peut considérer les homothéties de centres J et K de rapport (—%), ou
appliquer le théoréme de Thalés.

a, B et v peuvent étre positifs, négatifs ou nuls. Il y a donc 27 combinaisons
possibles a priori, mais & un coefficient multiplicatif prés, donc on peut

supposer que
at+f+y=1

Sont donc impossibles :
(a) a=B=7=0
(b) a=p=0ety <0 et les deux analogues



20. (a) A’ = Bar((B,2),(C,1)); B’ = Bar((C,2), (A

(c) a=0et B <0ety<O0etles deux analogues
(d) tous trois négatifs
1l reste donc 19 combinaisons possibles correspondant a 19 zones du plan.

Celles qui sont souvent oubliées sont : les trois points, les trois segments et
les 6 demi-droites.

(b) Soit €2 le barycentre de (A,2), (B,1), (C,4). Par associativité, Q est le
barycentre de (C’, 3) et (C,4) de sorte que Q € [CC’]. De méme,  est le
barycentre de (B’,6), (B,1), de sorte que Q € [B’B]. Finalement, 2 = I
par définition de I.

(c) De méme, J est le barycentre de (B,2), (C,1), (A,4) et K est le bary-
centre de (C,2), (4,1), (B,4).

(d) Par associativité, I est le barycentre de (C,4), (C’,3) et J le barycentre
de (C,1), (C’,6) Ainsi, on a

JC+6JC =0
ACT +3C7T =G

Soit I’ le milieu de [C'J]. Montrons que I’ = I. Par définition, on a
Cl +J7 =0

Ainsi :

—

—
cr +

T + 20T
7

'l =0

N>

1
7

ce qui équivaut, en multipliant par 54

ACT +3CT =06

De sorte que I’ = I. De méme, on démontre que J est le milieu de [4, K]
et K le milieu de [BI].

(e) e K étant le milieu de [BI], le triangle BJI a une aire de mesure double
de celle du triangle IJK. En particulier,

Aire(BKJ) = Aire(IJK)
de méme, on montre que

Aire(AIJ) = Aire(IJK) Aire(CIK) = Aire(IJK)
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) 1)) ) C'= Bar((A, 2)5 (B’ 1))

e J étant le milieu de [AK], Le triangle ABK a une aire de mesure
double de celle du triangle BJA. En particulier :

Aire(BJA) = Aire(BKJ)
de méme, on montre que

Aire(CTA) = Aire(AlJ) Aire(CKB) = Aire(CKI)

Finalement, on a

Aire(ABC) = Aire(BJA) + Aire(BK J) + Aire(CKB) 4+ Aire(CKI)
+Aire(CIA) + Aire(AIJ) + Aire(IJK) = TAire(IJK)

C’est une conséquence directe de ’associativité du barycentre. Notons
G le centre de gravité du quadrilatére. Il suffit de démontrer que G
appartient & chacune des droites considérées.

Toujours ’associativité du barycentre.

) Par définition du barycentre :

901G, =TA+TB-TC+ 1D
— _IC+ID=CD
Ainsi:I4C?1=%C,’ﬁ=(]—l)>

Par définition du barycentre :

ATGy =TA+ 1B +2ID = 2TD

de sorte que TC@ = %I—D> : G2 est le milieu de [1, D].

On a démontré que E) — JD dans la question a), de sorte que IG1DJ

est un parallélogramme, et que I—G2> — 17D dans 1a question b), de sorte
que G5 est située a l'intersection des diagonales du parallélogramme : G4
est I'intersection des droites (ID) et (G, J).

Par définition, G,,, existe si et seulement si la somme des coefficients est
non nulle, c’est & dire si m # 0.

Par associativité du barycentre, on a

omIGn =271 + (m — 2)ﬁ +mJD

— 9J1 — 27C = oC1

En particulier, 2mJG,,, ne dépend pas de m.



(c) On a démontré dans la premiére partie que TG, = CJ, de sorte que
ICJG est un parallélogramme, et cl = JG.
On en déduit que G, décrit I'ensemble de la droite (JG1), a 'exception

du point J.
23. 1l s’agit de S3, le groupe des permutations de trois éléments.
24. 11 s’agit de Sy, le groupe des permutations de quatre éléments.

25. Soit 2 = E1 N Es. Q est fixe par chaque symétrie, donc fixe par la composée.
Par ailleurs, pour tout M € F on a :

Qs1 089(M) = 570855 (ﬁ?\?) =$i0 s‘é(m) = QM
En effet, si QM = U+7v€ El @Eg, alors
S(AM) = (@ +7) = —d + 7

puis
si(—d+V)=—-u—-17
26. Soit p la projection sur la face ABC de direction Vect(CT:)). Les points A, B et
C sont fixes et D est envoyé sur C'. Par conservation des barycentres par les
applications affines, I'isobarycentre G de ABD est envoyé sur 'isobarycentre
G' de ABC. On en déduit que GG’ € Vect(C—'ﬁ), de sorte que les droites
(GG') et (CD) sont paralléles.

27. Toute application affine conservant le parallélogramme conserve 1’isobary-
centre O. On peut donc "vectorialiser" le probléme : notons i = OA et
j = OB. Toute application afﬁne conservant ABCD est deﬁme de maniére
unique par les images de i et j sur les vecteurs i, —i, j, ], de maniére & ce
que le couple image forme une base du plan vectoriel. Notons A la paralléle
a (AB) passant par O et A’ la paralléle a (AC) passant par O. Il y a huit
possibilités pour I'image du couple :

° (;, ;) : il s’agit de l'application identité
e (i,—7j) : il s’agit de la symétrie s; par rapport a (AD) dans la direction

de (BC)
. (—i,j) : il s’agit de la symétrie sy par rapport a (BC) dans la direction
de (AD)

(=1, — 7) : il s’agit de la symétrie centrale
° ( 75 z) il s’agit de la symétrie s3 par rapport & A’ dans la direction de A.
(7, —1i) : si le parallélogramme est un carré, il s’agit d’une rotation d’angle
77/ 2. Notons r cette application.
(

o (—j,i ) si le parallélogramme est un carré, il s’agit d’une rotation d’angle
—m/2.

o (—j,—1) : il s’agit de la symétrie s4 par rapport & A dans la direction de
A
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28.

29.

On vérifie que le groupe est engendré par deux éléments (par exemple s; et

r). Il S’agit du groupe diedral D4. Groupe non abélien d’ordre 8.
Par exemple : s; 07 = 54 et 7051 = s3.

La direction de la composée d’applications affine est la composée des direc-
tions. On a donc : fotzo f~1 est soit I'identité, soit une translation. Soit
a € E, calculons 'image de a.

fotzof a)=f(fHa)+ @) = fof a)+ f(@) = a+ f(a)

de sorte que si f(f[) #0, alors fotgzo f!
s’agit de l'identité.

est la translation tf(q) Sinon, il

En particulier :

h(a,k) o tﬁ o h(a,)\—l)
est soit ’identité, soit une translation. Calculons I'image de a.
On a: higx-1)(a) = a et tz(a) = a + @ de sorte que

hiax) © ti © hiar-1y(a) = a+ A

Ainsi, on a : h(a’,\) otz o h(a7>\—1) =1ra

Remarquons que si 1 est valeur propre de f, alors f admet soit une infinité de
points fixes, soit aucun. En effet, dés lors que f(Q) = Q, si @ est un vecteur
propre associé a la valeur propre 1, alors toute la droite affine passant par
Q et dirigée par @ est une droite de points fixes.

Remarquons également que si f admet deux points fixes A et B, alors
f(/ﬁ) = AB donc 1 est valeur propre de f.

Il reste donc & démontrer que si 1 n’est pas valeur propre de f, f admet
un point fixe. Supposons de donc que 1 n’est pas valeur propre de f. Par
définition, f — Idz est bijective.

Analyse : Supposons que () est un point fixe de f. Alors
WM € E, f(Q) = f(M + M%) = f(M) + f(M%)
VM € E, f(Q)=Q=M + MO
D’ou :

VM € E, M + M = f(M) + f(MS)
vM € B, JM)M = —MS + f(MS) = (f - 1dz) (M%)



Synthése : Soit M € E. Puisque fn’admet pas 1 pour valeur propre, il
existe un et un seul vecteur 4 € F tel que

(F-1d5) (@) = FADM .

Soit alors Q € E tel que @ = M. Alors par construction

o —
F(Q) = F(M) + f(@) = f(M) + FODM + 3G = ©.
Donc Q est point fixe de f, est c’est le seul sans quoi 1 serait valeur propre.

30. (a) FNG = {(1,2,0} est un singleton de sorte que F et G sont en somme
directe. De plus, dim(F) + dim(G) = 3 = dim(E). Donc F et G sont des
espaces supplémentaires dans F.

(b)

détermination de I’application p; : Pour M = (x,y,2) € R®, M’ =
p1(M) est 'unique point qui vérifie :

et Weﬁ

G est une droite affine dirigée par le vecteur (1,0,1), de sorte que

M eF

(«',y, 7)) = (z,y,2) + N\(1,0,1)
et I est un plan dont on connait I’équation donc M’ € F implique :
4y -2 =3
On en déduit :
TH+A+ty—22-2A=3A=x+y—2z—-3
Finalement :

pi(z,y,2) = 2r+y—22 -3y, +y—2z—3)

détermination de ’application py : Pour M = (x,y,2) € R}, M" =
p2(M) est 'unique point qui vérifie :

——

M'eG et MM'eF

La droite affine G est définie par deux équations de sorte que les coor-
données (z”,y",2") de M" vérifient :
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De plus, par définition de ?, on a
' —x+y —y—-23G"-2)=0
Finalement, on trouve
pa(z,y,2) = (", y", 2" )= (22 +4 -2 —y,2,22+3 -z —y)

Par définition, 'application composée p; o py vérifie, pour tout point M :

B
p1 o po(M) est 'unique point N tel que N € F et M"N € G. Or par
définition M € G, de sorte que la deuxiéme condition implique que
N € G. Par conséquent N € F NG de sorte que N = (1,2,0)

VM € E, pzopi(M) = (1,2,0)

détermination de P’application s; :
I’'unique point de F tel que

Par définition, M; = s1(M) est

N M+ M
MM, cG et %EF

On trouve

si(z,y,2) = (3x 4+ 2y — 4z — 6,y,2x + 2y — 3z — 6)
on vérifie que le milieu de [M, M;] est le point M’, projection de M sur
F.
détermination de ’application s, : Par définition, My = so(M) est
I’unique point de F tel que

— M + M-
MM, e F et %GG

On trouve
so(z,y,2) = (8 —3x — 2y + 42,4 —y,6 — 20 — 2y + 32).

On vérifie que le milieu de [M, Ms] est le point M”, projection de M sur
F.



