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I UT.I A Notions de base Introduction aux signaux Eléments de trigonométrie Signaux périodiques

Maitriser les outils mathématiques utiles pour l'informatique, les
réseaux et les télécoms.

.

Les ressources

> R113(S1):

> R114 (S1): Mathématiques des transmissions
> R213(S2):

> R214(S2):

Mathématiques du signal

Mathématiques des systémes numériques

Analyse mathématique des signaux




Eléments de trigonométrie Signaux périodiques

- Ressource R113, Mathématiques du signal

»> Volume horaire :

B1G1 et B1G2 (Bac Général) B1G3 et B1G4 (PRO+)

29h30 35h30

14 séances de cours/TD (14 x 2h) | 17 séances de cours/TD (17 x 2h)
1 devoir surveillé (1 x 1h30) 1 devoir surveillé (1 x 1h30)

> Evaluation

— Contréle continu : coeff 1 (QCM DM)
— Devoir surveillé final : coeff 1
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- Compétences ciblées et apprentissages
critiques couverts par la ressource R113

> Compétence RT1 - Administrer Niveau 1 :

— ACO0111 : Maitriser les lois fondamentales de |'électricité afin d’intervenir
sur des équipements de réseaux et télécommunications.

> Compétence RT2 - Connecter Niveau 1 :

— ACO0211 : Mesurer et analyser les signaux;
— AC0212: Caractériser des systémes de transmissions élémentaires et
découvrir la modélisation mathématique de leur fonctionnement.
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- SALE et ressources concernées par la
ressource R113

SAE concernées

» SAE13: Découvrir un dispositif de transmission;
> SAE22: Mesurer et caractériser un signal ou un systéme;

> SAE24 : Projet intégratif.

Ressources concernées

> R114:Mathématiques pour les transmissions;

> R205 : Signaux et systémes pour les transmissions;
» R206 : Numérisation de l'information;
>

R214 : Analyse mathématiques des signaux.




IUT.IA Notions de base Introduction aux signau

1.-Plan

Notions de base
Rappels sur les ensembles
Rappels de calculs

Introduction aux signaux
Eléments de trigonométrie

Signaux périodiques

Eléments de trigonométrie

Signaux périodiques
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IUTIA e
1.1.1. - Ensemble

Définition 1 (Ensemble).

Un ensemble est une collection d’éléments mathématiques.

Exemple 2 (Des ensembles).

> L'ensemble des nombres entiers de 1 2a9:{1,2,3,4,5,6,7,8,9};
> |'ensemble des points du plan 2D;

> {n entier/1 < n < 6} est 'ensemble des entiers compris entre 1 et 6.

| \

Remarque : définition « naive »

On parle de définition naive car en réalité la théorie des ensembles
repose sur des axiomes beaucoup plus complexes pour éviter les
incohérences (comme l'ensemble des ensembles qui ne se
contiennent pas eux-mémes).

Mathématiques dt
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Notions de base

1.1.2. - Opérations sur les ensembles :
inclusion

Définition 3 (Inclusion).

Soient E et [F deux ensembles. On dit que [E est inclus dans F
lorsque tout élément de [E est aussi dans [F, autrement dit :
([ECfFlorsquexe[E:xe[F}

Exemple 4 (Ensemble inclus dans un autre ensemble).
> {1,2) c{1;2;3} c{1;2;3;5);
> {57} c{5;6;7} € {1;2;3;5;6;7;8};
> mais {5;7} ¢ {5;6}.

| A

Remarque

Tout ensemble est inclus dans lui-méme : {1;2} C {1;2};
{3;4;5} Cc {3;4;5}.

Mathématiques du signal, Ressource R113
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IUTTA o cebmee

1.1.2. - Opérations sur les ensembles :
égalité

Définition 5 (Egalité).

Soient [ et [F deux ensembles. On dit que E est égal a F lorsque E
contient exactement les mémes éléments que [F, autrement dit :

([E:fFlorsquexe[Et:)xefF).

Soient E et F deux ensembles. E = [F ssi (si et seulement si)[E C [F et
FCE

Exemple 7 (Ensembles égaux).

> {12} = {21} #{1;2;3;5};
> {57} ={7;5} = {1;2;3}.




1) 1 UANSO—
1.1.2. - Opérations sur les ensembles : union

Définition 8 (Union).

Soient [E et [F deux ensembles. On dit que l'ensemble G = EU [F est
l'union (ou la réunion) des ensembles [E et [F lorsque :

(x eCGo[xeEouxe [F]J (x peut étre dans [E, dans [F ou dans les

deux & la fois)

Exemple 9 (Réunion d’ensembles).

> {1;2}U{2;3;5) = {1;2;3;5};
> {2,57}U(1;2;6;7) = {1;2;5;6;7}.

Remarque

Pour tout ensemble E,ona EUE = E.

© Exercice 1. Union : Que vaut {7;3;9;1}U{3;5;7;4}? O

Mathématiques du signal, Re rce R113

){10/85]




C
:!
‘

Notions de base

1.1.2. - Opérations sur les ensembles :
intersection

Définition 10 (Intersection).

Soient E et F deux ensembles. On dit que 'ensemble G =ENTF est
l'intersection des ensembles E et [F lorsque :

(xeG@[xe[Ee_txe rF]].

Exemple 11 (Intersection d’ensembles).
> (2,5 71n{1;2;6;7}={2;7};
> (2,57)n{1;3;6;8} = {}.

Remarque
Pour tout ensemble E,onaENE =E.

© Exercice 2. Intersection : Que vaut {7;3;9;1} N {3;5;7;4}? O

Mathématiques du signal, Ressource R113
{11785
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1.1.2. - Opérations sur les ensembles :
soustraction

Définition 12 (Soustraction).

Soient E et [F deux ensembles. Lensemble [E privé de l'ensemble F
est 'ensemble G = [E \ F défini par :

(xeG@[xe[Ee_th fF]]

Exemple 13 (Soustraction de deux ensembles).
> {1;2}\{2;3;5} = {1};
> {2574\ {1;2,6;7} = {5};
> {257}\{1;3;6;8) = {2;5;7).

© Exercice 3. Soustraction :  Que vaut {7;3;9;1}\{3;5;7;4}? O

12/85



I UT.I A Notions de base Introduction aux signaux Eléments de trigonométrie Signaux périodiques
1.1.2. -P iété
1.2, - Proprietés

Soient E, F et G trois ensembles.

1.

O O s WON

Commutativité de l'union : EUIF = FUE

Commutativité de l'intersection :ENF =FNE

Associativité de l'union :EU (FUG) = (EUF)U G

Associativité de lintersection : EN(FNG) = (ENF)N G

Distributivité de l'union sur l'intersection : EU(FNG)=(EUF)N(EU G
Distributivité de l'intersection sur l'union :EN(FUG)=(ENF)U(EN G

)
)

V.




IUTIA e
1.1.2. - Ensemble vide

Définition 15 (Ensemble vide).

L'ensemble vide est 'ensemble qui ne contient aucun élément. On le
note @ = {}.

L’ensemble vide ) étant 'ensemble n‘ayant aucun élément, alors tout
ensemble E vérifie :

1. EUD=E
2. ENnQ=0
3. E\E=0.

Mathématiques du signal, Re rce R113
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IUTTAN i sesese
1.1.3. - Les nombres entiers : N et Z

Définition 17 (Entiers naturels et entiers relatifs).

On note IN 'ensemble des entiers naturels et Z celui des entiers
relatifs :

> N={0;1;2;3;...};
> Z={...;-3,-2,-1;0;1;2;...}.

Définition 18 (Ensembles dérivés de N et Z).

On note IN* 'ensemble des entiers naturels non nuls et Z* celui des
entiers relatifs non nuls :

> N*=IN\{0} ={1;2;3;...};
> 7 =7Z\{0}={...;-3;,-2;,-1;1;2;...}.

Mathématiques du signal, Ressource R113

( ){15/85




Notions de base

1.1.3. - Les rationnels et les réels: Q et R

Dé&finition 19 (Nombres rationnels et nombres réels).

On note Q 'ensemble des nombres rationnels :
Q= {E/p €Z,qe ]N*}, et R celui des nombres réels. Les nombres
q

réels peuvent étre représentés par une partie entiere et une liste
finie ou infinie de décimales.

Définition 20 (Ensembles dérivés de Q et R).

On note Q" 'ensemble des nombres rationnels non nuls, R* celui des
réels non nuls, R, celui des réels positifs ou nuls, et R_ celui des
réels négatifs ou nuls :

> Q=Q\0)=(CfpeZqeN);
> R*=R\(0);R_= [xeR[x<O}; R, = {x e R[x > 0};
> ]R’Sr:{XE]R/X>0};]R’L:{XE]R/X<O}.

Remarques:
> 2 =25 & ad=bcpour b et d différents de 0;

> la barre oblique « /» utilisée dans les définitions précédentes signifie
« tel que ».

Mathématiques dt
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1.1.3. - Cas particuliers des nombres
décimaux

Définition 21 (Nombres décimaux).

Un nombre décimal est un nombre qui peut s’écrire exactement avec
un nombre fini de chiffres aprés la virgule. Les nombres décimaux
sont les quotients d’entiers par des puissances de 10 et se
présentent ainsi comme des rationnels particuliers :

[[D:{%avecpeZetne]N}}

Exemple 22.

> 1,75=123 eD;

1
> leD.

Remarques:INCcZcDcQcCR;

17/85



I UT.I A Notions de base

Introduction au.

Eléments de tr

1.1.3. - Exercice

© ExercicEe 4. Ensembles usuels : Compléter le tableau suivant

neQ? nelR?

nelN? nelN*? nez?

q|Olo

neR_?

=
neRL?

[ |

neD?

W
N

=

ol Ul




1) 1 UANSO—
1.1.3. - Approximation d’un nombre réel par
un nombre décimal

Définition 23 (Arrondi & 107" prés).

Etant donné un nombre réel x et un entier positif n, on appelle
arrondi a 107" prés le nombre décimal X le plus proche de x avec n
chiffres apreés la virgule.

Exemple 24.

| A\

> 1,8988~1,9a10! prés;
> 10,3451 ~ 10,354 1072 prés. |

© Exercice 5. Arrondi :  Donner les arrondis a 1071 pres, 1072 prés et 1073
preés des nombres suivants :

1,12345 2,88234 3,45164

19/85



1V PAN—
1.1.3. - Notations scientifique et ingénieur

Définition 25 (Notation scientifique).

La notation scientifique d'un nombre décimal x est une maniére
d’écrire ce nombre sous la forme x = +a x 10P ot a € [1,10[ et p € Z.

Définition 26 (Notation ingénieur).

La notation ingénieur d’'un nombre décimal x est une maniére
d’écrire ce nombre sous la forme x = +a x 1000P = +a x 103P ou
a €[1;1000[ et p € Z.

| A

Exemple 27.

Nombre | Notation scientifique Notation ingénieur
10,17 1,017 x 101 =1,017e1 10,17 x10° =10,17
12345 | 1,2345x10%=1,2345e4 | 12,345x 103 = 12,345k
0,0123 | 1,23x102=1,23e-2 12,3x1073=12,3m

20 /85
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1.1.3. - Notations scientifique et ingénieur et
unités

Unités de base de la notation ingénieur

107 [ 10712 [ 10° | 10® | 1073 | 103 | 10° 10° | 1012 | 101°
f p n |2 m k M G T P
femto pico nano | micro | milli kilo méga | giga | téra péta

© Exercice 6. Notations scientifique et ingénieur : Compléter le tableau

suivant :
Nombre Notation scien- | Notation ingé- | Notation avec
tifique nieur unité
32316 3,2316 x 107 32,316 x 103 32,316k
0,0002
3x107°
32x107°
17M

21/85



IUTTAN i sesese
1.1.4. - Produit de deux ensembles

Définition 28 (Produit de deux ensembles).

Soient E et [F deux ensembles. On définit 'ensemble produit
G =[E X [F par l'ensemble des couples (x;y) avec x € E et y € [F. Ainsi,

G:[Efo:{(x;y)/xe[E,yefF}.

Définition 29 (Puissance entiére d’un ensemble).

Soient [E un ensemble et n € IN. lensemble E" = Ex---x E est
~——

n fois
l'ensemble des n-uplets (x1;x2;...;x,) avec x; € E, x> € E, ..., et x,, € E.

Mathématiques du signal, Ressource R113
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1.1.4. - Produit de deux ensembles

Exemple 30 (Quelques ensembles produits).

> (y)eRxQe [xeRetyeQ];
» (1;-1)e NxZ mais (-1;1) ¢ Nx Z;
» (y)eR2 e [xeRetyeR].

Signaux périodiques

© Exercice 7. Ensemble produit :  Est-ce que
HGoczxr? B V2mw7)eRxR?
B V27 er3? P V2m7) e RxNxR?

23/85
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1.2.1. - Somme de fractions

Définition 31 (Addition de deux fractions).

Soient 2 a et deux fractions. Alors %+ = @dlilie ||

&
d — bd

Remarques :

> siles deux fractions ont le méme dénominateur (b = d) alors
a 4 c _ atc.
B"H~ b

> sil’'une des deux fractions est en fait un nombre entier, par exemple
b:let%:aalorsa+—§:%ﬂ.

© Exercice 8. Sommes de fractions : Calculer les sommes suivantes. On
donnera chaque résultat sous sa forme irréductible.

1,2 3,5
3 >+5= 2 R

B-3- H:-:- B:-

UJIN

I\)I»—u—\
A'W

1} |—\

-N'—‘

24 /85
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1.2.1. - Produit de fractions

Définition 32 (Multiplication de deux fractions).

Remarque : si l'une des deux fractions est en fait un nombre entier,

- a_ c _ ac
parexempleb=1et § =aalorsax 4= <.

© Exercice 9. Produits de fractions : Calculer les produits suivants. On
donnera chaque résultat sous sa forme irréductible..

B ;3 <(-4)-
|- B - @-

Mathématiques

}—{ 25/ 85 |—
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1.2.1. - Rapport de fractions

Définition 33 (Division d’une fraction par une

fraction).

Soient 2 a et deux fractions. Alors

Remarque : si § =1 on obtient l'inverse d’'une fraction avec

Si
a_ _1 .
d

© Exercice 10. Rapports de fractions : Calculer les produits suivants. On
donnera chaque résultat sous sa forme irréductible..

mlr:L

|
[}

N

—

Nl
—

B :
= H- 6

o l\)lN oo\m|:>\
_L‘»—\ll\:\»—l

O

Mathématiques du signal, Ressource R113
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Définition 34 (Puissance d’'un nombre réel).

Soient n,p € N et a € R. Alors :
> aozlsiaio;

> a=zaxax---xa;

n fois

_ 1
> a "= —siaz0;
an

> al/P = g/ sia> 0. Il s'agit de l'unique nombre réel positif b tel que
bP = a;
> an/P = a0 = §@" sia>0;

n
> a/P="® i=(i) sia>0.

an
e )

Remarque : si a < 0 et p entier impair, alp = {/E existe aussi et
désigne l'unique nombre (négatif) b tel que bP = a.
© Exercice 11. Puissances :  Effectuer les calculs suivants : ,

1 1 6 it

1 PR > EERERE He: - (%) T _
O

27 /85



I UT.I A Notions de base Introduction aux X Eléments de trig g ux périodiques

1.2.2. - Propriétés

Soient a,b € R et q,r € Q. Alors, lorsque les puissances existent :
1. (ab)9 =a9b9;
2. (@9) = (a9 =a%;
3. adali=adi;
4

1
-q_ — .
cati=—
5. 2—? =ad9";
6. engénéral:(a+b)9=a9+b9. )
© Exercice 12. Simplification d’expressions faisant intervenir des radicaux :
Simplifier les expressions suivantes
il Va-2V2= Py \V2- 2 = B} V27-V3=
[ NG B2 B
O
© Exercice 13. Calculs sur les puissances :  Simplifier les expressions
suivantes s
_1 1 129
\@XS 2= (23) = @:
O
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1.2.2. - Identités remarquables

Soient a,b € R. Alors :
1. (a+b)2=a®+2ab+b?;
2. (a-b)2=a%-2ab+b?;
3. (a+b)a-b)=a?-b2

© Exercice 14. Identités remarquables : Utiliser les identités remarquables
pour effectuer les calculs suivants sans calculatrice :
1 EEEEE B 10012 = B o990 x 1001 =

29/85
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2. -Plan

Notions de base

Introduction aux signaux
Rappels sur les fonctions
Signaux usuels
Caractéristiques fondamentales des signaux
Opérations sur les signaux

Eléments de trigonométrie

Signaux périodiques

Signaux périodiques
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IUTIA
2. - Introduction

Définition 37 (Les signaux).

Les signaux sont des fonctions de la variable temporelle t. Ils
véhiculent une information délivrée par 'évolution d’'une grandeur
physique en fonction du temps t, et peuvent étre de natures variées :

> en électronique : signal de tension ou d'intensité;

> en télécommunication : signal électromagnétique en sortie d’'un
modulateur;

> en téléphonie : signal de parole, signal vidéo pour une visioconférence. )

Contexte général du cours

En mathématiques, on utilise souvent la lettre x pour désigner la
variable réelle, et la lettre f pour la fonction. Dans ce cours on
utilisera la lettre t plutot que x pour désigner la variable temporelle
réelle. On se limitera aux signaux analogiques modélisables par des
fonctions de la variable t € R, qu’on notera souvent s(t) plutot que
f(x). Les signaux numériques seront traités par la ressource R213
(Mathématiques des systémes numériques).

31/85
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A Introduction aux signaux

1
2.1.1. - Fonctions

Définitions 38 (Fonction réelle de la variable réelle).

Une fonction f réelle de la variable réelle est une relation qui relie
un réel x a au plus un réel y. L'élément y se note f(x). La fonction se
R — R

X — y=f(x) "

y = f(x) est appelé 'image de x par f et x est un antécédent de y par
f.

note: f:

Définition 39 (Ensemble ou domaine de définition).

L'ensemble de définition (ou domaine de définition) de f est le
sous-ensemble de R constitué par les réels x qui ont une image par
f: on le note Dr = {x € R/f(x) existe }.

Définition 40 (Ensemble image).

L'ensemble formé par les images y de tous les éléments x de Dy par f
est appelé ensemble image de f: on le note Ir = {y = f(x) € R/x € Dy}

y

Définition 41 (Graphe géométrique Gy de f).

Le graphe (géométrique) de f est l'ensemble des points M(x,y) du
plan P, dont l'abscisse est x € Dy et 'ordonnée est y = f(x) € Ir. On le
note : G¢ = {M(x; f(x)) € P/x € D¢}.

Mathématiques

du sign:

Ressource R113
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2.1.1. - Exemple

Exemple 42 (La

fonction carré).

La fonction carré est x2
définie par

X > X2.

. { R — R M/(-x;F(x)) §====—-===~— M(x ()
Limage de x par f est
y = f(x) = x°. Cette fonction
se caractérise par D = R, :
I =R* car un carré est - 1
toujours positif (ou nul).

X ————— ==

33 /85



Introduction aux signaux

f Expression f(x) Dy I
Constante c R {c}
Identité X R R
v
£ Affine ax+b R R
E)
K R* si n pair
Monéme x" R
R si n impair
dépend des coeff. si n pair
Polynéme (iale) ag+ayx +.+a,x" R
R si n impair
Racine carrée R* R*
1
. Inverse = R R
x
s
g Fraction bt ot XM N dépend
£ Pt A Ly e Ry) ager 20
. a0 +arx +.+ayx )
rationnelle n=0 des coefficients
2
H Sinus sin(x) R [-1;1]
£
2 Cosinus cos(x) R [-1;1]
& -
£ Tangente tan( = SN0 | gy {E Fkmk e z} R
cos(x) 2




IUT1A
2.1.3. - Fonction définie par morceaux

Définition 43 (Fonction définie par morceaux).

Une fonction f de la variable x peut étre définie par plusieurs
expressions analytiques, dépendantes des valeurs prises par x.

Exemple 44 (Valeur

absolue (abs)).

gabs
Elle est définie par :
& +
{ x ,six>0 S 4
|X| = . -+ Y
-x ,six<0. 14

Par exemple, |3|=3car3>0 : N
tandis que |- 4| = —(-4) =4 car 0 1
-4<0. )

35/85



Introduction aux signaux

2.1.4. - Racines réelles d’un polynéme du
second degré

Définition 45 (Discriminant d’un polynéme du second
degré).

Soit P(x) = ax? + bx + ¢ un polynéme du second degré avec a € R?,
b € R et c € R. Le discriminant de P(x) est A = b? — 4ac.

On appelle racine d’un polynéme P(x)) toute solution de l'équation
P(x) = 0. Le nombre de racines réelles dépend du signe du
discriminant :

—b=VA

> siA>0, P(x) posséde deux racines réelles distinctes x; = =52
—b+VA
2a

X2 =

> siA =0, P(x) posséde une racine réelle double x1 = xp = %;

> siA <0, P(x) ne posséde auune racine réelle.”

© Exercice 15. Racines réelles d’un polynéme du second degré :  Donner
les racines réelles des polynémes suivants, si elles existent :
Hro-=x2-x+3BPx)=-2x2-2x+ 1P P(x) = 4x2 - 4x+ 1 O

36 /85



I UT.I A Notions de base Introduction aux signaux Eléments de trigonométrie Signaux périodiques

2.1.4. - Signe d’un polynéme du second degré

Le signe d’un polynéme du second degré dépend de a son terme de
plus haut degré, son discriminant A et de ses racines si elles
existent :

ouxezz%Zetil

> siA>0, P(x) est du signe de a six < x1 = _bz_;/Z
est du signe opposé a celui de a dans le cas contraire;

> siA <0, P(x) est du signe de a pour tout x.

© Exercice 16. Signe d’un polynéme du second degré : Donner le signe des
polynémes suivants, selon la valeur de x :
P(x):—xz—x+2P(x):2x2+2x+1P(x):x2+2x+1 O
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2.1.4. - Exercice

© Exercice 17. Domaine de définition : Donner les domaines de définition
des fonctions suivantes :

f(x):ﬁ g(x):x2+1 h(x):v2x+3 u(x):&

x24+x-2

V(X)ZVX2+2X—3 O
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2.1.5. - Equation d’une droite dans le plan

Définition 48 (Equation de droite dans le plan).

On appelle équation d’une droite une équation vérifiée par les
coordonnées (x;y) des points M appartenant a une droite, et
uniquement par ceux-ci. Elle est du type ax + By +y = 0 avec

a, 3,7 € R des constantes réelles. Lorsque g # 0, elle peut se mettre
sous laforme y = ax+b avec a = —% etb= —%.

| A\

Remarques

» Une droite est caractérisée par une infinité d’'équations de droites. En
effet, si ax + By + = 0 est une équation d’une droite, alors
kax+kpBy +ky =0 en est une autre pour tout k réel non nul.

> Lorsqu’une droite est caractérisée par une équation du type y = ax+b,
celle-ci est alors unique. C'est le graphe de la fonction f(x) = ax + b.

© Exercice 18. Equation de droite : Déterminer l'équation y = ax + b de la
droite passant par les points du plan :

[ 1 YGEEN) etB(2-2) BA1-1) et B(-1;2) BAii2)etB(g-3)
BrG-YetB(3:d) O

39/85



IUTIA
2.2.1. - Echelon unité

Définition 49 (Echelon unité).

L'échelon unité (ou échelon de Heavyside) est le signal défini (par
morceaux) par :

1 sit>0
u(t)=41/2 sit=0
0 sinon.

1
Ses domainessont: D, =R, I, = {0;5;1}.

Mathématiques du signal, Ressource R113
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IUTTA

2.2.2. - Porte
Définition 50 (Fonction porte).

La fonction porte est le signal défini (par morceaux) par :

i 1 1
1 SI—§<t<j

. _ 1 _1
1/2 sit=—35o0ut=5

M) =
0 sinon.
. 1
Ses domaines sont: D =R, Iy = {0; E; 1}.
()
1
——
[ ] °
€ > t
-2 -1 0 1 2 3 4

) 41/85'—
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2.2.3. - Triangle

Définition 51 (Fonction triangle).

La fonction triangle est le signal défini (par morceaux) par :

1-|t i-1<t<l1
A(t)z{ s ises
0 sinon.

Ses domaines sont: Dy = R, Iy =[0;1].

Mathématiques du signal, Ressource R113
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2.2.4. - Rampe

Définition 52 (Rampe).

La rampe est le signal défini (par morceaux) par :

0 sinon.

r(t):{t sit>0

Ses domaines sont: D, =R, I, = R™.

r(t)

Mathématiques du signal, Ressource R113
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2.3.1. - Sighaux causaux

Définition 53 (Signal causal).

Un signal s est causal si et seulement si, pour tout t <0, s(t) = 0.

Exemples 54 (Des sighaux causaux... ou pas).

> |’échelon, la rampe sont des signaux causaux.

> Ni la porte, ni le triangle ne sont des signaux causaux.

© Exercice 19. Signaux causaux : Parmi les signaux suivants, lesquels sont
causaux et lesquels ne le sont pas ?

B.:-vBrcoBuvo+- Bne-)B st =¢ O
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2.3.2. - Signaux a support fini

Définition 55 (Signal a support fini (borné)).

> Un signal s(t) est dit a support fini (borné), s’il existe deux réels t; et
t> (avec t1 < tp) tels que pour tout t < t] ou t > tp, s(t) = 0.

> Lorsque t1 et to sont respectivement la plus grande valeur et la plus
petite valeur telles que s(t) = 0 pour t < t; ou t > tp, on dit que
Uintervalle [t1,t>] est le support de s(t).

> Ladurée T =ty —t] est alors la largeur du support.

Exemples 56 (Des sighaux a support fini... ou pas).

.
.
| A\

> |a porte [(t) est un signal a support fini. Son support est l'intervalle
[—%; %] La largeur du support vaut T =1.

> Le triangle /A(t) sont a support fini. Son support est l'intervalle [-1;1].
La largeur du supportvaut T = 2.

> |'échelon unité u(t) et la rampe r(t) ne sont pas des signaux a support
fini.

.
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2.3.2. - Signaux a support fini

© Exercice 20. Support fini, ou pas : Les signaux suivants sont-ils & support
fini? Si oui, donner le support.

B..-vBrcoBuo+- 1 Bne-)B st =¢ 0
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2.3.3. - Parité, imparité

Définition 57 (Signal pair, impair).

Un signal s est :
> pair si et seulement si pour tout t € Dg, —t € Dg et s(—t) = s(t).

> impair si et seulement si pour tout t € Dg, —t € Ds et s(—t) = —s(t).

Corollaire 58 (Symétries graphiques).

> |e graphe d’un signal pair est symétrique, de symétrie axiale par
rapport a la droite (Oy).

> e graphe d’un signal impair présente une symétrie centrale par
rapport au point O(0;0).

Mathématiques du signal, Ressource R113
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2.3.3. - Parité, imparité

Exemples 59 (Des sighaux pairs, impairs, et ni pairs ni

impairs).

> La porte et le triangle sont des signaux pairs.
> |arampe et l'échelon unité ne sont ni pairs, ni impairs.

> Le signal s(t) = sin(t) est impair.

© Exercice 21. Pair, impair : Les signaux suivants sont-ils pairs, impairs, ou
ni 'un ni l'autre?

N u(t+1) A ANt u(t)+ 1 ERTM(t—1) Bl s(t)=1t O
Bu-vBrecoBuo+-1Bne-nBso-=:
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2.4.1. - Offset/translation verticale

Définition 60 (Offset).
L'ajout d'un offset A € R a un signal f est la transformation qui au
signal f associe le signalh =f+ A :

> dont le domaine de définition est D, = D¢

> et qui est défini, pour tout t € Dy, par h(t) = f(t)+ A.

Exemple 61 (h(t) = cos(t) + 2).

Le graphe du signal

h =f+ A avec A une
constante s’obtient en
translatant chaque point
du graphe de f par A

Mathématiques du signal, R rce R113
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2.4.2. - Addition

Définition 62 (Addition de signaux).

L'addition est la transformation, qui a deux signaux f et g, associe le
signalh=f+g:

> dont le domaine de définition est D, = Df N Dg

> et qui est défini, pour tout t € Dy, par h(t) = f(t) + g(t).

Mathématiques du signal, Ressource R113
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2.4.3. - Amplification d’un signal

Définition 63 (Multiplication externe sur les signaux).

La multiplication d’un signal f par un scalaire A € R est la
transformation qui leur associe le signal h = Af

» dont le domaine de définition est Dy, = D¢
> et qui est défini, pour tout t € Dy, par h(t) = Af(t).

On l'appelle également amplification du signal f par le gain A.

Exemple 64 (h(t) = 2cos(t)).

s(t)
// 2cos(t)
/_ Cos(t)
n on Gft
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2.4.4. - Produit

Définition 65 (Produit).

Le produit de f et g est la transformation qui leur associe le signal
notée h =f.g

> dont le domaine de définition est D = Df N Dg
> et qui est défini, pour tout t € Dy, par h(t) = f(t).g(t).

Remarque : Tout signal s(t) peut étre rendu a support fini en le
multipliant par une porte.

7/\94
Exemple 66 (h(t) = tcos(t)). : / \
C’est le produit de f(t) = cos(t) et , /
gt)=t A N\
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2.4.5. - Retard, avance

A3

H

.

A
.

Définition 67 (Signal retardé)

Soient f un signal et ty € R}. Le signal h, dont le domaine de
définition est Dy, = {t € R/t — tg € D¢} et défini, pour tout t € D;, par
h(t) = f(t — tg) est dit retardé de ty par rapport au signal f. Le graphe
de h s’obtient en translatant chaque point du graphe de f par tol

Définition 68 (Signal avancé)

A3

B

.

A3
.

Soient f un signal et tg € R;. Le signal h, dont le domaine de
définition est Dy, = {t € R/t + tg € Dy, } et défini, pour tout t € Dy, par
h(t) = f(t + tg) est dit avancé de ty par rapport au signal f. Le graphe
de h s’obtient en translatant chaque point du graphe de f par —toT

Remarque : Une avance de ty peut étre vue comme un retard de —tg.

Mathématiques du signal, Re rce R113
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2.4.5. - Exemple
Exemple 69 (f(t) = A(t —3) et g(t) = A(t + 2)).

A(t+2) 1

Remarque : Retarder un signal a support fini peut permettre de le
rendre causal.

Exemple 70 (Porte causale, triangle causal).

. . 1
> T1(t — to) est causal si et seulement si tg > 5.

> A(t-tg) est causal si et seulement si tg > 1.




IUT1A
2.4.6. - Dilatation, compression

Définition 71 (Dilatation, compression).

Soient f un signal et & € R. Le signal h, dont le domaine de définition
est D, = {t € R/at € D¢} et défini, pour tout t € Dy, par h(t) = f(at)
est:

> une compression/contraction de f par o, sia > 1;

> une dilatation de f par 1/a, sia < 1.

Soit s(t) un signal de support [t;,t>] et @ un réel strictement positif.
Alors le signal s,(t) défini par s,(t) = s(at) est de support [t1/a,t>/a]

v

Remarques:
> Une dilatation de a peut étre vue comme une contraction de % ;

> Le point fixe de cette transformation est celui pour lequel t = 0.

55/85
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2.4.6. - Exemple

contraction dilatation
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2.4.6. - Exemple

Exemple 75 (Triangle de largeur T).

Le signal s(t) = A ( Zt) est la fonction triangle de largeur T € RY,

T
- £ -L<t<
définie par s(t) = { (1) |t| ’ z:non t
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2.4.7. - Composition

Définition 76 (Composée).

La composée de f par g, notée g o f, est le signal h définie par
VYt e Dy, h(t)= (go f)(t) = g(f(t)). Son domaine de définition est :
Dy, = {t € De/f(t) € D).

Exemple 77 (Sinusoide s(t) = Agcos(wgt + @g))-

C’est la composée de la fonction affine y(t) = wgt + ¢g avec la
fonction cosinus g(y) = Agcos(y) avec Ag, wg, o trois nombres réels.

Remarque : Retard, avance, dilatation et contraction sont des
composées particuliéres.

58 /85
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2.4.7. - Cas particulier : quotient

Cas particulier : Quotient h =

f
g

C’est le produit de f par la fonction é. Et é est la composée de g par

la fonction inverse y — % Cette fonction est définie, pour tout t € Dy,
f(t)

par h(t)= —= avec D,, ={t € DN D,/g(t) = Of.
g(t) { ¢ }

Exemple 78 (Fraction rationnelle).

) ) 1+t+2t2
Les fractions rationnelles telles que f(t) = T3 sont des
quotients.

Mathématiques du signal, Ressource R113
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2.4.8. - Résumé

‘ Fonction h H Définition h(x) Dy,
Somme h=f+g | h(x)=f(x)+g(x) Dy =DrNDg
Amplification par A h =Af h(x) = Af(x) Dy, = D¢
Produit h=fg h(x) = f(x).g(x) Dy =DfNDg
Dilatation par a h(x) = f(ax) Dy, = {x € R/ax € D¢}
Retard de r h(x)=f(x=r) Dp ={x e R/x—r € Dy}
Quotient h = ?; h(x) = % Dy = {x € DN Dg/g(x) # O}
Composée h=gof h(x)= g(f(x)) Dy = [x € D¢/f(x) € DgJ

60 /85
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2.4.9. - Exercices

© Exercice 22. Tracé de signaux : Tracer les signaux suivants, en
identifiant les opérations élémentaires qui les définissent :

W s(t)=3MN(2t-1) PY s(t) = —3M(t/2+1)
B s(t)=2n(t/2)+N(t-1) Bls(t)=u(t)-u(t-1)
B s)=n-1)+rt)-1 @ s(t)=2A3Bt+1)

W s(t)=3u(2t-1) Bsi)=-3rt2+1)

Blst)=3cos(2t-1) o] s(t) = 3sin(t/2+1)

61/85
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2.4.9. - Exercices

© Exercice 23. Fonction composée :  Soient f(x) =1 —x +x2 et g(x)= .
1+
X

Donner l'expression de fo g et g o f en fonction de x et déterminer le
domaine de définition de chacune. O

© Exercice 24. Tracé graphique : Tracer le graphe des signaux suivants :

F(x) = xu(x) - 2(x = 1)u(x) + (x = 2)u(x - 2) f(t)=r(t)-r(t—1)-1
O

© Exercice 25. Domaine de définition : Déterminer 'ensemble de définition

de f(x) = et g(x) = Vx2 = 3x+2. O

x—2
3x2-2x+1

62 /85
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2.4.9. - Exercices

© Exercice 26. Composition :  On considére les trois fonctlons f,gethdela
variable réelle x définies par : [ f(x) = 2x+1, m gx)=1-x2,

X
.h =—.
= h () x+1

Donner la régle de définition des fonctions composées suivantes (en
fonction de x) :

fog go% hogof gohof
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2.4.9. - Exercices

© Exercice 27. Domaine de définition : Déterminer le domaine de définition
des fonctions suivantes :

1+2x+x4 1
f(x):% .f \/2 +ﬁ .f ) = tan(x) + cos(x)
.f = cotan(x) = c?s(x) f(x):x 3 Ef(x):\/x2+2x+3
sin(x) 1-|x|
x—2
f(x (x=2)(x+1 f(x) = f(x) =
H 20x+1) Bro-y Bo- ——
1 cos(x)
IO f(x) = —— 11 —_— WA f(x)=+/2 -1
0= = = T3 o3 () = V2cos(x)
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2.4.9. - Exercices

© ExEercicE 28. Parité, Imparité : Déterminer si les fonctions suivantes sont
paires, impaires, ou ni paires ni impaires; préciser alors le domaine d’étude :

5
HBro-V2a1  Brio-—; B M

-1 241

© Exercice 29. Décomposition de fonctions en paire et impaire ) :
Montrer que toute fonction f définie sur R peut se décomposer en la somme

d’une fonction paire et d'une fonction impaire. On pourra étudier les deux
. L . f(x)+ f(—x)
fonctions g et h définies en fonction de f par : g(x) = — > et
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3. -Plan

Notions de base
Introduction aux signaux

Eléments de trigonométrie
Radian et degré
Cercle trigonométrique et propriétés de base
Angles remarquables
Exercices

Signaux périodiques

Signaux périodiques
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3.1. - Radian et degré

Définition 79 (Radian).

Soit L la longueur d’un arc de cercle de rayon R. Alors, le rapport

Brad = % est la mesure de l'angle correspondant en radians (rad).

Définition 80 (Degré).

Soit 6 la mesure d’'un angle en radian. Alors sa mesure en degrés (°)

_ 180

| A,

Ogeg | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 | 180 | 360
6d O] ZE [ 21515 7 27

La circonférence d’un cercle de rayon R vaut L = 27tR. Elle est égale
a la longueur d’un arc de cercle correpondant a un angle de
Oraq = 27 rad soit 6 4o, = 360°.

Mathématiques du signal, Ressource R
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Eléments de trigonométrie

3.2. - Rappels de trigonométrie : cercle
trigonométrique et propriétés de base

sin@ —— = (cos B;sin6)

[C]
cosB/ 1

> Relation fondamentale :
cos?6+sin?0=1
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Eléments de trigonométrie

3.2. - Rappels de trigonométrie : cercle
trigonométrique et propriétés de base

(cosB;sinB)

e

> sin(-0) =—sin@; - ]
cos(—6)=cosB;
tan(-6) = —tan6 {(cosB;—sinB)

68 /85



Eléments de trigonométrie

3.2. - Rappels de trigonométrie : cercle
trigonométrique et propriétés de base

1 (sinB;cosB)

(cosB;sinB)

68 /85



Eléments de trigonométrie

3.2. - Rappels de trigonométrie : cercle
trigonométrique et propriétés de base

(-sinB;cos6

(cosB;sinB)

68 /85



Eléments de trigonométrie

3.2. - Rappels de trigonométrie : cercle
trigonométrique et propriétés de base

> sin(t+6)=-sinB;
cos(t+6)=—cosB;
tan(mt+6) =tan@

1

[

T+ 6

(cosB;sinB)

(—cosB;—sinB)

1
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Eléments de trigonométrie

3.2. - Rappels de trigonométrie : cercle
trigonométrique et propriétés de base

> sin(t—6)=sinB;
cos(m—6)=—cosB;
tan(rt—6) = —tan6

(—cosB;sinb) T —

2] (cosB;sinB)

N

%

1
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Eléments de trigonométrie

3.2. - Rappels de trigonométrie : cercle
trigonométrique et propriétés de base

» Pour tout entier relatif n,
sin(nt+6) =(-1)"sin6;
cos(nm+6)=(-1)"cosB;
tan(nm+6) =tan6
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3.3. - Rappels de trigonométrie : angles

remarquables
|
w o s o T o T o
Angle @ || 0 | £ (309 | 7(45°) | 3 (60°) | 5 (90°) (s
sin(6) 0 % g g 1
cos(0) 1 g g % 0
tan(@) || 0 ? 1 V3 +00 (s

©-1)
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Signaux périodiques

3.4. - Exercices

© Exercice 30. Calculs de sinus, cosinus et tangente : Compléter le tableau
suivant :

Angle 8 || 37 (540°) | 2 (210°) | —2F (=2259) | 2% (300°) | -2F (-2707)
6 4 3 2
sin(0)
cos(0)
tan(0)
]
© Exercice 31. Longueur d'arc :  Soit M le point du plan de coordonnées
polaires (r,8). Quelle est la longueur de l'arc de cercle AM avec A de
coordonnées polaires (r,0)? O
© Exercice 32. :  Démontrer que (cos x + sinx)2 + (cos x —sinx)? = 2. O
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Introduction aux signaux

3.4. - Exercices

© ExERcICE 33. :

© EXERCICE 34. :

© ExERcIcE 35. :
f(x) = f(7t + x).

© ExERcIcE 36. :
f(x) = f(5 —x).

Eléments de trigonométrie Signaux périodiques

Soit f(x) = 2sin? x — 3sin x + 2. Montrer que f(x) = f(1 - x).

Soit f(x) = 3cos? x —5cos x + 7. Montrer que f(x) = f(—x).

Soit f(x) = a cos?

Soit f(x) = sin3 x + cos

X+ bcosxsinx+ csin

3

2

X —sinx — cos x. Montrer que

O

O

x +d. Montrer que

O
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3.4. - Exercices de TD

© Exercice 37. Equations trigonométriques : Résoudre les équations
suivantes :

1
sinx:z sin5x:sin3x sinx:sin(%—Zx)
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4. - Plan

Notions de base
Introduction aux signaux
Eléments de trigonométrie

Signaux périodiques
Généralités
Propriétés
Des signaux périodiques classiques
Exercices

Signaux périodiques
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Signaux périodiques

4.1. - Signal périodique et période

Définition 83 (Signal périodique).

Soient s(t) un signal temporel défini sur Ds et T € R%. On dit que s
est T-périodique lorsque, pour toutt € D, t+ T € Ds, t — T € D et
s(t+ T)=s(t). On dit que T est une période du signal s.

Remarques:

> Si T est une période de s(t), alors kT (avec k € Z) est aussi une période
de s(t). En fait, il y a une infinité de périodes pour s(t)!

> Pour un signal physique, la période s’exprime en s (secondes).

Définition 84 (Période d’un signal périodique).

Soit s(t) un signal périodique. La période de s(t) est le réel T, défini
par: T, = mTin{T eRI/Vt eR,s(t+T)=s(t)}. Toutes les périodes de

s(t) s’écrivent alors T = kT, avec k € IN*.

Mathématiques du signal, Ressource R113
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Signaux périodiques

4.1. - Fréquence et pulsation

Définition 85 (Fréquence, pulsation).

Soit s(t) un signal périodique de période T;. La fréquence de s(t) est

1
le réel F, défini par: | Fg = - La pulsation de s(t) est le réel wq
S

2
défini par ;| ws = I 2mFg |
Ts

Remarque : Pour un signal physique, la fréquence s’exprime en Hz
(Hertz); la pulsation en rad/s.

Exemple 86 (Sinus).

sin(x) est un signal périodique de période 27, de fréquence 1/27 et
de pulsation 1.

75/ 85
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Introduction aux signaux

Eléments de trigonométrie

Signaux périodiques

4.1. - Graphe d’'une fonction périodique

Corollaire 87
(Fonction

périodique).

Exemple 88 (cos(x)).

Elle est périodique de période 27t et

Le graphe d’une fonction
périodique de période T SN

présente un motif se

répétant régulierement le ;
long de l'axe des abscisses

aintervalle T.

21-périodique, 47mt-périodique, ...
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4.2. - Propriétés : avance/retard et
dilatation/compresion

Soient s(t) un signal périodique de période T, et o € R*. Alors le
signal s, (t) défini par s,(t) = s(at) est périodique de période

_ S
Tsa—m.

Soient s(t) un signal périodique de période T et ty € R. Alors le
signal sy (t) défini par s (t) = s(t — to) est périodique de période Ts.

V.
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4.2. - Composées de signhaux périodiques

Soit f une fonction réelle et s(t) un signal périodique de période T.
Alors f(s(t)) est Ts-périodique (Tg n'étant pas nécessairement la
période de f(s(t))).
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4.2. - Somme de sighaux périodiques

Soient s1(t) et sy(t) deux signaux périodiques. Soient A et y deux
nombres complexes.

1. Si T est une période commune de s1(t) et sy(t), alors le signal
s(t) = As1(t) + puso(t) est également périodique. T est une période de
s(t) mais n'est pas nécessairement la période de s(t).

-
2. SiTs, estlapériode de s1(t) et Ts, est la période de s(t) avec % €eqQ,
s2

alors la période de s(t) = Asy (t) + pusa(t) est le réel| Ts = qTs, = pTs, |ou

Ts;, p .
p et g sont deux réels définis de sorte que T =—€Q, avec &

S 9

T
irréductible. Si % ¢ Q alors s(t) n'est pas périodique.
s2
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4.2. - Propriétés

Soit s(t) un signal & support borné et T un réel strictement positif.

+00
Alors le signal st(t) défini par st(t) = Z s(t—kT) est T-périodique.

k=—00

V.

Remarque : Si s(t) n‘est pas a support borné, la somme définissant
s7(t) ne converge pas nécessairement. Si elle converge, alors s7(t)
est bien T-périodique aussi.
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Signaux périodiques

4.3. - Signaux classiques

Définition 94 (Sinusoide de pulsation wg, de phase ¢

et d’amplitude a).

La sinusoide est le signal défini par : s(t) = asin(wgt + ¢) ot les trois
parametres réels a,w et ¢ sont respectivement 'amplitude, la
pulsation et la phase de la sinusoide. C’est un signal a support non

271
borné, non causal, et périodique de période Top = —.
wo
s(t)
sin(¢) asin(wot +¢)

Mathématiques du signal, Ressource R113
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Signaux périodiques

4.3. - Signaux classiques

Définition 95 (Créneau).

Le signal créneau de période T > 1 est le signal périodique défini

400
par: M, (t) = Z M(t—kTp).
k=—00
M>(t)
11
rrrrrrrr —C > —C
[ ) [ ) [ ) [ ) o [ ] [ ]
— — — — t

Mathématiques du signal, Ressource R113
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Signaux périodiques

4.3. - Signaux classiques

Définition 96 (Dent de scie).

Le signal dent de scie de période Ty > 2 est le signal périodique
+00

défini par: A7, (t) = Z A(t — kTp).

Mathématiques du signal, Ressource R113
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4.4. - Exercices

© Exercice 38. Tracé de graphe de signaux : Soit s(t) le signal temporel
T
défini par s(t) =-3 sin(3t + —).

3
Déterminer la période de s(t). Tracer le graphe de s(t).
. . t w ) (2t T
Mémes questions avec s(t) = 2COS(E - Z) puis avec s(t) = 55|n(§ + Z)

© Exercice 39. Tracé de graphe de signaux: Soit s(t) le signal temporel

t 7
défini t)=2 2(———).
éfini par s(t) = 2cos 572
Déterminer la période de s(t). Tracer le graphe de s(t).

Mémes questions avec s(t) =5

sin(g-kz)‘
3 4)f
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4.4. - Exercices

© Exercice 40. Calcul de période : Donner la plus petite période ainsi que la
fréquence et la pulsation lorsqu’elles existent (attention, certains signaux ne
sont pas périodiques).

.51 ) = sin(27tt) — cos(t) .52 n(t) + cos(2t) .53 = 2sin 2t)cos(;)
Bls:0) = Aa20)- M) s5(t):sin (%) B (1) = N2(2t)- Mo (4t)
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