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1 Trigonomeétrie

1.1 Fonctions trigonomeétriques et trigonométriques réciproques

1.1.1 Fonctions sinus et arc sinus
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Ficure 1 — Graphe du sin, du sin restreint et de arcsin.

Définition 1 (Fonction arcsin). arcsin (ou asin) est la fonction définie dans [—1;1] et a valeurs dans
[-7t/2;7/2] qui a tout x associe I’angle 6 dont le sin vaut x (sin(6) = x). C’est la fonction réciproque
de la fonction sin lorsque son domaine de définition est restreint a [-7/2;7/2]. Son graphe est

donné figure

Remarque : Dire que x = sin(0) et 6 = arcsin(x) est équivalent lorsque x € [-1;1] et 6 € [-7/2;7/2]

e T T T
Angle 6 || 0 | — (30°) | — (45°) | = (60°) | = (90°
ngle % 30) | 357 | S(60%) | 2 (90°)
1 V2 V3
i = — — 1
sin(60) 0 3 > >
TaBLE 1 — Sinus remarquables.
1 V2 V3
X 0 = — — 1
2 2 2
T T T T
i 0| —(30°) | — (45°) | = (60°) | — (90°
arcsin(x) || 0| X (30°) | Z45°) | 2 (60°) | 2 (90%)
TaBLE 2 — Arcs sinus remarquables.
© Exercice 1. Autour de arcsin(sin(6)) :
Donner les valeurs des expressions suivantes :
arcsin(sin(7r)) arcsin(sin( 37”)) arcsin(sin(
arcsin(sin(—%7T ) arcsin(sin(77c + 1)) E arcsin(sin(
arcsin(sin(4* + %)) E arcsin(sin(% - }L)) E arcsin(sin(

;17”))
o
§—1)
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© ExEercicE 2. arcsin(sin(0)) : cas général :

1. SoitkeZ et 0 € [-5 + 2km; 5 + 2km]. Que vaut arcsin(sin(6)) ?

2. SoitkeZetO e [—7 +(2k +1)7; 5 + (2k + 1)7t]. Que vaut arcsin(sin(0)) ?
3. SoitkeZet 6 €[5 +kn; 5 + kn]. Que vaut arcsin(sin(6))?

© Exercice 3. Autour de arcsin(cos(0)) :
Donner les valeurs des expressions suivantes :

arcsin(cos(n)) arcsin(cos(%’z)) .arcsm os( 6 0))
arcsin(cos(—%”)) . arcsin(cos(7m + 1)) E arcsin(c 7” 1))
arcsin(cos(%77 + %)) E arcsin(cos Tﬂ i)) E arcsin(c % STH))

© EXERCICE 4. arcsin(cos(0)) : cas général :

1. Soit k € Z et 0 € [2k7; 7t + 2k1t]. Que vaut arcsin(cos(6))?

2. SoitkeZ et O €[(2k + 1)1; 1w+ (2k + 1)7t]. Que vaut arcsin(cos(6))?

3. Soit k € Z et O € [kr; 1w + k7t]. Que vaut arcsin(cos(0))?

© Exercice 5. Autour de cos(arcsin(x)) :

Donner les valeurs des expressions suivantes :
cos(arcsin(0)) cos(arcsin(1)) . cos(arcsin(—1))
cos(arcsin(—%)) . cos( arcsm(73)) E cos(arcsin( %))

© ExEercICE 6. cos(arcsin(x)) : cas général :
1. Montrer que cos(arcsin(x)) > 0, Vx € [-1;1];
2. Que vaut cos?(arcsin(x)) + sin?(arcsin(x)) pour x € [-1;1]?

3. En déduire que cos(arcsin(x)) = V1 —x2 pour x € [-1;1].

1.1.2 Fonctions cosinus et arc cosinus

Définition 2 (Fonction arccos). arccos (ou acos) est la fonction définie dans [—1;1] et a valeurs dans
[0;7t] qui a tout x associe I’angle 6 dont le cosinus vaut x (cos(6) = x). C’est la fonction réciproque
de la fonction cos lorsque son domaine de définition est restreint a [0;7]. Son graphe est donné

figure

Remarque : Dire que x = cos(0) et 6 = arccos(x) est équivalent lorsque x € [-1;1] et 6 € [0; 7]

T o T o g o s o
Angle 0 || 0 | £ (30°) | 7 (45°) | = (60°) | = (90°)
V3 V2 1
COS(Q) 1 7 T 5 0

TaBLE 3 — Cosinus remarquables.
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FiGure 2 — Graphe du cos restreint et de arccos.

1 V2 V3
X 0 = — — 1
2 2 2
e e e e
— o — [e] — 4 o — o
arccos(x) 2 (90°) 3 (60°) 1 (45°) 5 (30°) | O

TaBLE 4 — Arcs cosinus remarquables.

© Exercice 7. Autour de arccos(cos(6)) :
Donner les valeurs des expressions suivantes :

arccos(cos(7))

arccos(cos(—%))
arccos(cos(%ﬂ + %))

arccos(cos( 37”)
arccos(cos(77 +
om

© Exercice 8. arccos(cos(0)) : cas général :

1. Soitk € Z et O € [2k7; 7t + 2k7t

]. Que vaut arccos(cos(0))?

2. Soitk e Z et 0 € [(2k + 1)1; 7t + (2k + 1)7t]. Que vaut arccos(cos(0))?
3. Soit k € Z et 0 € [kr; 7w + k7t]. Que vaut arccos(cos(0))?

© Exercice 9. Autour de sin(arccos(x)) :
Donner les valeurs des expressions suivantes :

sin(arccos(0))
sin(arccos(—%))

sin(arccos(1))

sin(arccos(g))

© Exercice 10. sin(arccos(x)) : cas général :

1. Montrer que sin(arccos(x)) > 0, Yx € [-1;1];

2. Que vaut cos?(arccos(x)) + sin

3. En déduire que sin(arccos(x))

2(arccos(x)) pour x € [-1;1]?

=V1-x2pourx€[-1;1].

O
O
sin(arccos(—1))
E sin(arccos(—%))
O
O]



Ressource R114

1.1.3 Fonctions tangente et arc tangente

y gtan
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Ficure 3 — Graphe de tan, de tan restreint et de arctan

Définition 3 (Fonction arctan). arctan (ou atan) est la fonction définie dans RR et a valeurs dans
|=7/2;7/2[ qui a tout x associe I’angle 6 dont le tan vaut x (tan(6) = x). C’est la fonction réciproque
de la fonction tan lorsque son domaine de définition est restreint a | — 7/2;7/2[. Son graphe est

donné figure 3]
—-1t/2;7t/2].

Remarque : Dire que x = tan(0) et 6 = arctan(x) est équivalent lorsque 6 €]

n [e] n o TZ o T( o
—(30°) 1(45) 5(60) 3(90)

A] lgle (9 ()
\/_ 1 \/_3 (S

tan(0) 0 3

TasLE 5 — Tangentes remarquables.

X 0 ? 1 \/g +00
T ° T[ o E o E o
arctan(x) || 0 3 (30°) 1 (45°) 3 (60°) > (90°)

TABLE 6 — Arcs tangentes remarquables

© Exercice 11. Autour de arctan(tan(6))
Donner les valeurs des expressions suivantes :
arctan(tan(rr)) . arctan(tan( ?")) . arctan(t
arctan(tan(— %” ) . arctan(tan(77 + 1)) E arctan(tan(
(2F i)) E arctan(tan(

Zhis E arctan(tan(=" —

!
.arctan tan(7 + 3))

© Exercice 12. arctan(tan(0)) : cas général
Soit k € Z et 6 € [-5 + k1t; 5 + 2m]. Que vaut arctan(tan(6))?
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© Exercice 13. Autour de sin(arctan(x)) :
Donner les valeurs des expressions suivantes :

sin(arctan(O)) sin(arctan(l)) sin(arctan(—l))
sin(arctan(—V3)) sin(arctan( @ ) E sin(arctan(V3))

© Exercice 14. sin(arctan(x)) : cas général :

1. Montrer que sin(arctan(x)) > 0, pour x > 0 et sin(arctan(x)) < 0, pour x < 0;
2

2. On pose 0 = arctan(x) et y = sin(6). Montrer que tan?(6) = 1}7};;2 ;

2
3. En déduire que x= 127;
2

4. En déduire que y% = ot
X

5. En déduire que sin(arctan(x)) = Vi Pourx eR.
+x

T.19

© Exercice 15. Autour de cos(arctan(x)) :
Donner les valeurs des expressions suivantes :

cos(arctan(0)) cos(arctan(1)) cos(arctan(—1))
cos(arctan(V3) cos(arctan( g)) E cos(arctan(—v3))

© Exercice 16. cos(arctan(x)) : cas général :

1. Montrer que cos(arctan(x)) >0, Vx € R;

2. On pose 0 = arctan(x) et y = cos(0). Montrer que tan?(0) =

A
[

2 _ 197,

v’

3. En déduire que x

—_

1+x2’

4. En déduire que y% =

5. En déduire que cos(arctan(x)) = \/1172 pour x € R.
+Xx

T.20

1.2 Formules de trigonomeétrie

1.2.1 Formules d’addition, de soustraction et de duplication

r 3
Théoreme 4 (Addition et soustraction en trigonométrie). Soient a,b € R. Alors :
| cos(a+Db)=cosacosb—sinasinb || cos(a—b)=cosacosb+sinasinb \

| sin(a+b) =sinacosb + cosasinb || sin(a—b) =sinacosb —cosasinb \

s )
Théoréme 5 (Duplication en trigonométrie). Soit a € R. Alors :
‘ cos2a = cos” a—sin’a = 2cos’a—1 =1-2sin’a H sin(2a) = 2sinacosa

\ J

T.21

© Exercice 17. Cacul de cos(75) et sin(f5) :

1. Calculer 5 - %;

) - VIS ) - Vo

2. En déduire que cos(13 17— et que sin({5 1

IS



Ressource R114

© Exercice 18. Cacul de cos(%):
1. Montrer que cos(g) > 0;

V2+2

2. Utiliser la formule de duplication a = % et en déduire que cos(%) =

© Exercice 19. Résolution de cos(x) +sin(x) = 1 :

1. Développer l'expression (cos(x) + sin(x))?

en utilisant une identité remarquable;
2. En déduire que (cos(x) +sin(x))? = 1 +sin(2x);

3. En déduire les solutions de I’équation (cos(x) + sin(x))? = 1;

4

. En déduire les solutions de l'équation cos(x) + sin(x) = 1.

1.2.2 Formules de linéarisation et de factorisation

-
Théoréme 6 (Linéarisation en trigonométrique). Soient a,b € R. Alors :

) 1+ cos(2a) .9 1 —cos(2a)

os"a = ———— sin“a = ————

sinasinb = %cos(u -b)- %cos(a +b) cosacosb = %cos(a +b)+ %cos(a -b)

1 1
sinacosb = z sin(a+b) + 5 sin(a —b)

© Exercice 20. Période, fréquence, pulsation :
Linéariser puis calculer la période, la fréquence et la pulsation des sighaux suivants :

.51 t) =sin(2t+ 1)cos(3t —1) .52 = 2sin(2t + 1)sin(4t — 1)

53(t) 3cos( 2t+1)cos(3t—1) 54(t) 5sin(57t + 2)sin(37t — 1)
B s () =sin?(Zt+1) Bst)=2sin(Zt+1)cos(Zt-1)
7 BIGEE (2"t+1)cos(3m—1) B )= 2cos(6t—1)

-
Théoreme 7 (Factorisation en trigonométrie). Soient a,b € R. Alors :

sina +sinb = 2sin ﬂ cos ﬂ
B 2 2

sina—sinb:Zsin(a ) (Tb)

a+b a->b
cosa+cosb =2cos —~ cos —

cosa— cosb——ZSm(#)si (a b)

© Exercice 21. Quelques équations trigonométriques :

Factoriser les signaux suivantes :
.51 )=sin(2t+ 1) +sin(3t—1)
53( ) =cos(—2t+1)+cos(3t—-1)
. s5(t) = sin( 2” t+ 1)+ cos(37t)

.52t n(2t+1)—sin(4t-1)
s4(t) = (ST(t +2)—cos(37tt)
Es6(t) = sin(%t+ 1)-cos(gt—1)

T.22

T.23

T.24
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1.2.3 Propriétés des fonctions trigonométriques réciproques

s )
Théoreme 8 (Fonctions trigonométriques réciproques). Soit x € R. Alors :
* sin(arcsin(x)) = xsi x € [-1,1];
* cos(arccos(x)) =xsixe€[-1,1];
e tan(arctan(x)) = x;
* sin(arccosx) = cos(arcsinx) = V1 —x2si x € [-1,1];
s arcsinx +arccosx = 5 six € [-1,1];
1
e arctan(x)+ arctan(;) = % six=0;
in(arctanx) = ——=
* sin(arctanx) = ;
V1 +x2
(arctanx) = ——
* cos(arctanx) = .
V1 + x2
\ J
© Exercice 22. Fonctions trigonométriques réciproques :
Donner les valeurs des expressions suivantes, lorsqu’elles existent :
arcsin(cos ) arccos(sin ) .cos (arcsin(1))
sin(arccos( ) arcsin(sin( ) Earccos(cos( 1))
cos(arcsin( zl} ) E sin(arctan(%)) E arcsin(sin(3))
I{8] arcsin(sin(1)) IRy arcsin(cos(2)) P2 sin(arcsin(1))
IEY cos(arcsin(2)) 14 arcsin(cos(%)) IBY arcsin(sin(—1))
j{e] sin(arcsin(g 1)) 17 cos(arctan(%) IR arcsin(cos(3))
O
© Exercice 23. Fonctions trigonométriques réciproques :
Donner les valeurs des expressions suivantes, lorsqu'elles existent :
arccos(cos(1)) arcsin(sin(2 cos(arccos(1))
sin(arcsin(2)) arccos(cos( 5)) E arcsin(cos(—1))
sin(arccos(+ i) E cos(arccos(%)) E arccos(sin(4))
10 arccos(sm(l)) NN arccos(cos(2)) P4 sin(arctan(1))
I} cos(arctan(2)) 14 arccos(sm(%)) IBsY arccos(sin(—1))
16 cos(arccos(%f)) 17 sin(arccos(%)) IRy arccos(cos(4))
O
1.3 Forme polaire Acos(wt + ¢)
Théoréme 9 (Acos(wt + @) = acos(wt)—bsin(wt)). Soient A >0, w > 0et @ € R. Alors Acos(wt+@) =
acos(wt) — bsin(wt) avec a = Acos@ et b = Asin .
© Exercice 24. Acos(wt + @) = acos(wt) — bsin(wt) :
Ecrire les signaux suivants sous la forme s(t) = acos(wt) — bsin(wt) :
1. s(t) = 2cos(2t+ %);
2. s(t)=5cos(3t+%);
3. s(t) =—-3sin(3t + F).
O
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r

\
Théoreme 10 (acos(wt) — bsin(wt) = Acos(wt + @)). Soient a,b € R. Alors acos(wt) — bsin(wt) =

Acos(wt + @) avec A = Va? + b? et
e sia>0,¢p= arctan(%) (a 27t pres);
b

*s5ia<0, = arctan(ﬁ)+rc (a 27t pres).

esia=0,9p=5sib>0etqp=-5sib<0

© Exercice 25. acos(wt) — bsin(wt) = Acos(wt + @) :
Soit s(t) = cos(t) — sin(t).

* Montrer que s(t) = \/E(cos(%)cos(t) —sin(%)sin(t));

e En déduire que s(t) = \/Ecos(t+ %))

* Montrer que l'on retrouve bien les valeurs données par les formules du théoréme précédent.

T.32

© Exercice 26. acos(wt) — bsin(wt) = Acos(wt + @) :

Soit s(t) = 2cos(2t) — 3sin(2t). On cherche a écrire s(t) sous la forme s(t) = Acos(2f + ¢).
Montrer que Acos(@) =2 et Asin(¢p) = 3;

En déduire que A? = 13, et que tan(¢) = %;

En déduire que cos(¢) = \/% etsin(g) =

e
w
-

En déduire que @ €] - 5; Z[;

vk W

En déduire que ¢ = arctan(%), a 27 prés.

T.33

© Exercice 27. acos(wt) — bsin(wt) = Acos(wt + @) :
Soit s(t) = =3 cos(2t) + 4sin(2¢t). On cherche a écrire s(t) sous la forme s(t) = Acos(2t + @).

Montrer que Acos(¢) = -3 et Asin(p) = —4;

. En déduire que A? = 25, et que tan(¢p) = %,
4
5

’

s

1.

2

3. En déduire que cos(p) = —% etsin(g) = -
4. En déduire que ¢ €] - 7-(;—7[;

5

. En déduire que p =1t + arctan(%), a 27 pres.

T.34
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2 Fonctions puissances, logarithmes et exponentielles

2.1 Logarithmes

2.1.1 Logarithme népérien

Définition 11 (Logarithme népérien). Le logarithme népérien représente la valeur de la surface

. r ., . . e
se trouvant entre le graphe de la fonction x — — et I'axe des abscisses, entre les points d’abscisse
x

letx>1.Si0<x<1,lasurface correspondante est comptée négativement. On la note x — In(x),
ses domaines sont : D, = R}, I, = R.

Valeurs particuliéres : In(1) =0, In(e) = 1 (avec e = 2,718 le nombre d’Euler), In(2) ~ 0,693.

In(x)

FiGure 4 — Graphe du logarithme népérien.

© Exercice 28. Surface située sous la courbe Y= % et propriétés :

1
1. Tracer le graphe de la fonction f(x) = — pour 0 < x < 4. On fera figurer les positions des points de
X

la courbe d’abscisses zll’ %, 1,2et4;

2. Hachurez la surface d'aire A; = In(2) située entre ce graphe et 'axe des abscisses;

3. Hachurez la surface d’aire A, située entre ce graphe et l'axe des abscisses, pour % <x<1;

1
4. Que peut-on dire de A; et A, ? En déduire que ln(i) =-1In(2);

1
5. Que peut-on dire de ln(f) pour x > 0 avec un raisonnement analogue ?
X
6. Calculer In(1);
7. Vers quoi tend In(x) quand x tend vers +o0?
8. Vers quoi tend In(x) quand x > 0 tend vers 0?
O
s )
Théoreme 12 (Propriétés de calcul). Soient x,p € R}.
* In(x.y) = In(x) +In(y)
X
. ln(—) = In(x)-In(p)
v
e In(x¥) = yIn(x)
J

10
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Attention
Soient x,y € R}
* In(x+7y)=In(x)+In(p)
1
A m * —ln(x)
T.38

© Exercice 29. Propriétés de In(x) :

Démontrer les égalités suivantes :
In(18) —In(6) = In(3) In(32) +In(16)
21n(7) - 1n(98) = —1In(2) B in(56)-1n(8) =

© Exercice 30. Propriétés de In(x) :
Sachant que In(2) =~ 0,69 et In(3) ~ 1,10 a 1072 prés, donner la valeur a 107! prés des constantes
suivantes (sans calculatrice!) :

1 e B 3 e 4 ) B3

T.39

2.1.2 Logarithmes a base a

Définition 13 (Logarithme a base a). Le logarithme a base a (avec a > 0) est la fonction définie par :
_In(x)
x> log,(x) = In(@)’

Propriétés
e Mémes domainesqueln: D =R}, I =R
e Valeurs particulieres : log,(1) =0, log,(a) = 1, log,(a") = n

e Mémes propriétés de calcul que In

. . ) . 1 .
e Méme allure graphique que In avec une courbe « écrasée » d’un facteur n() suivant l’axe des
n(a

ordonnées

Exemple 14 (log,(x) et log;,(x)). log,(2") =n et log,,(10") = n. o

Définition 15 (Logarithme a base 10). Le logarithme a base 10 est la fonction définie par : x —
In(x)
In(10)

log;,(x) =

Propriétés
e Mémes domainesqueln: D =R}, I =R
e Valeurs particulieres : log,,(1) = 0, log,,(10) = 1, log, ,(10") = n

e Mémes propriétés de calcul que In

e Méme allure graphique que In avec une courbe « écrasée » d’un facteur suivant l'axe des

1
In(10)

ordonnées

Remarque : log,, est utilisé pour définir I’échelle logarithmique, qui permet de représenter sur un
méme graphique des nombres dont les ordres de grandeurs sont tres différents : il amplifie les variations
proches de 0 et atténue les grandes variations. T.41

11



Ressource R114

2.1.3 Les décibels

Définition 16 (Décibels (dB)). Pour exprimer un rapport de puissance G = P;/P, (gain G ou atté-
nuation A), on a souvent recours a une échelle logarithmique, le décibel (dB) :

P
Ggp = 10log;(G) = 1010%10(13_1)

Propriétés
e Un doublement de puissance correspond a un gain d’environ 3 dB : 10log;,(2G) = 3+10log,,(G) =
3+ GdB ;
e Une multiplication d’un facteur 10 correspond a un gainde 10 dB: 10log,,(10G) = 10+10log,,(G) =
10+ GdB ;

o Une perte de puissance d’un facteur 2 correspond a une atténuation d’environ 3 dB: 10log;,(G/2) =
-3+10log;,(G) =-3+Ggp;

e Une perte de puissance d’un facteur 10 correspond a une atténuation de 10 dB : 10log,,(G/10) =
-10+10log,,(G) =-10+ Ggp.

T.42
© Exercice 31. Décibels :  Compléter les tableaux suivants, sans calculatrice, en utilisant les pro-
priétés des décibels.
| gain I [ 20 \ \ \ [ 200 [ 0,5 |
gain en || 10dB -7 dB -10dB 0dB
dB
| gain [ | 40 | | | | 50 [ 01 |
gain en || 20dB 13 dB 10 dB 3dB
dB
0
T.43
{ )
Définition 17 (Le dBm et le dBW). Pour P une puissance en Watts, on définit :
* Pypm = 10l0g, o (1w);
* Pypw = 10l0go (147 ) = Papm — 30dB.
\ J
Remarques
e Ces unités sont sans dimension;
e leurs propriétés sont dérivées de celles du décibel.
T.44
© Exercice 32. dBm et dBW : Compléter les tableaux suivants, sans calculatrice, en utilisant les
propriétés des décibels.
‘ puissance H ‘ 20W ‘ ‘
puissance en || 10 dBm 0 dBm
dBm
puissance en -7 dBW -10 dBW
dBW
puissance H ‘ 40 W ‘ ‘ ‘
puissance en || 20 dBm 13 dBm 10 dBm
dBm
puissance en 3 dBW
dBW
L
T.45
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Rappel : loi d’Ohm

La puissance P dissipée par une résistance R traversée par un courant d’intensité I et de tension U vaut :
U2

P=UI=RI*=—
R

Décibels en fonction de la tension

2 2 2 P U
PourPlz%ethz%onobtient%:%et(Fl) :2010g10(71)
2 2 /4B 2

Définition 18 (Le dBV et le dBuV). Pour U une tension en Volts, on définit :
O UdBV = 2010g10 (%),

¢ UdByV = 2010g10 (%) = Ugpy + 1204B.

T.46
© Exercice 33. dBuV et dBV :  Compléter les tableaux suivants, sans calculatrice, en utilisant les
propriétés des décibels.
’ tension H ‘ 20V ‘ ‘ ‘
tension en 10 dBuV 0 dBuV
dBuV
tension en -6 dBV -10 dBV
dBV
‘ tension H 40V ‘ ‘
tension en || 20 dBuV 14 dBuV 10 dBuV
dBuV
tension en 6 dBV
dBV
O
T.47
2.2 Exponentielles
2.2.1 Fonction exponentielle
Définition 19 (Exponentielle). L'exponentielle est la fonction réciproque de In définie par x
exp(x) = e*. Ses domaines sont : Dexp =R, Iexp = R Son graphe est donné ﬁgure
Valeurs particuliéres : ¥ = 1, ¢! = ¢~ 2,718 avec e le nombre d’Euler.
v
I
I
I
I
|
1 |
|
/ |
! x
0 1
Ficure 5 — Graphe de la fonction exponentielle.
Remarque : Deux fonctions réciproques s’entendent comme deux fonctions qui inversent les rela-
tions entre antécédent et image : dans le cas de In et exp, x = In(y) est équivalent a y = exp(x) sous réserve
que x et y soient choisis dans les ensembles de définition et les ensembles images des deux fonctions. 148

13



T.49

T.50

Ressource R114

e N
Théoreme 20 (Propriétés de calcul). Soient x,p € R.

* exp(x +7y) = exp(x).exp(y)
* exp(x-p) = (exp(x))’ = (exp(y))*
exp(x)

TP o0

Attention

Soient x,y € R. exp(x) +exp(y) = exp(x + )

© ExERcICE 34 Propriétés de l'exponentielle : Soit t € R. Simplifiez les expressions suivantes :

.s = (exp(t))>+1—e* A:\/Eexp(—%)

_i\2

ef+e
.B (e?—e Jexp(-1) s(t):( > ) —exp(2t) —exp(—2t)

© Exercice 35. Résolution d’équations : Résolvez les équations suivantes ol t est l'inconnue réelle
a déterminer :
Bepi+1)=2 Bl expGi-1)+2=0
exp(2t)—2exp(t)+1 =0 exp(t)—2exp(—t)+1 =0

Définition 21 (Exponentielle a base a). Soit a € R}. L'exponentielle a base a # 1 est la fonction
définie par x > a* = ¢*!"(@), Des exemples de graphes pour différentes valeurs de a sont donnés

figure[6]

Propriétés
e Mémes domaines que l'exponentielle
e Propriétés de calculs mathématiques déduites de celles de exp et de In (cf. théoréme[12]et[20)

Cas particuliers

* Lorsque a =1, on retrouve la fonction constante x - 1;
* pour a = 2, on obtient x > 2%;

* pour a =10, on obtient x — 10*.

N
W

(1.2

(0.4)

Ficure 6 — Graphe de quelques expontielles a base 4.
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© Exercice 36. Propriétés de l'exponentielle de base a :  Soit t € R. Simplifiez les expressions
suivantes:
Bt = 2" exp(2tIn(2)) - 8 B.- V2exp(-31n(2))
3 2t -2t 1
B:lO%exp(Eln(lo)) s(t):( 3 ) —exp(2tln(2))—ﬁ

© Exercice 37. Résolution d’équations : Résolvez les équations suivantes ol ¢ est l'inconnue réelle
a déterminer :

1 BEEE) B> tv1=0
Blio¥+2.100+3=0 BA-2'+1=0
O
T52

2.3 Monomes de puissances réelles

Définition 22 (Monomes de puissances réelles). Les monomes de puissances réelles généralisent

les monomes x" (ou n € IN) a des n dans R. Ils sont définis par : x > x* = exp(aln(x)) =N avec

a € R, sur les domaines : D = R, I = R%. Des exemples de graphes pour différentes valeurs de a

sont donnés figure[7]
Propriétés
Propriétés de calculs mathématiques déduites de celles de exp et de In (cf. théoréme[12} et [20)
Cas particuliers

e Lorsque a =0, la fonction est constante x > 1

e Lorsque a =1, la fonction est I'identité x > x

y
2 XLZ
XO.4
1 4
X
0 1
Ficure 7 — Graphe de quelques puissances réelles.
T53

2.4 Racines n-iémes

Définition 23 (Racines n-iémes). Les racines n-iémes sont les fonctions définies par f(x) = ¥/x =
1
xn avec n € IN*,
f(x) est le réel y tel que y" = x; dans R, ce nombre est unique et peut étre négatif lorsque # est
impair! Si n est pair, on impose en plus que x > 0 pour obtenir une définition unique.

15
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Leurs graphes sont donnés figure [8] Leurs domaines sont :

sinest: air | impair
P P

Df R* R

I I R* R

=

Ficure 8 — Graphe des fonctions racines n-iémes.

T.54

s )
Théoreme 24 (Manipulation des exposants et des opérandes). Soient x e R" et y € R3.

L]
B
|
—
B
S —
>|;
;»—-
I
=
3=
et

T.55

Attention a ne pas inventer des propriétés!
Soient x,y € R*, alors :

. 11+%¢W+% xniﬁix%-{—x%
1 1
e e (et e

1
+yn

T.56

© Exercice 38. Racines et puissances fractionnaires :
Démontrer les égalités suivantes :

Bl V27 V3=43 B 54+ 32=432 B 2V26+ 2% =44

T.57
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3 Les nombres complexes

3.1 Un peu d’histoire

¢ école italienne (Cardan, Bombelli), autour de 1570;

+ introduits pour résoudre les équations du troisiéme degré x> + px+g =0

A

Exemple 25 (Equation x*> —x = 0 (avec p = -1 et g = 0)). Solution évidente : 0, pourtant la formule
3

précédente ne marche pas : % }27— = -1/27 < 0, mais si on admet l’existence de V-1, on retrouve bien

x=0:

T.59
3.2 Algebre des nombres complexes
3.2.1 Définition de I’ensemble des complexes C
{ )
Définition 26 (Ensemble des complexes C). On appelle nombre complexe, ou simplement com-
plexe, tout nombre z qui s’écrit sous la forme z = x + jy avec (x,9) € R xR et ou j est un nombre
(dit imaginaire) vérifiant la relation j2 = —1. L'ensemble des nombres complexes est noté C, il est
muni de deux lois de composition internes (notées + et x) définies, pour tout z; = x; + jy; € C et
2y =%+ jy, € C, par:
* loi d’addition sur C: z; + 2, = (x1 + X3) + j(v1 + ¥2);
* loi de multiplication sur C: z; xz; = (XX, —V197) + j(x1 V2 + v1 7). En particulier, on retrouve
.2 _ .
jc=jxj=-1.
L J
T.60
{ )
Définition 27 (Partie réelle, imaginaire et notation cartésienne).
* x est appelé partie réelle et on note x = Re{z};
* p est appelé partie imaginaire et on note y = Im({z};
* la notation x + jy est appelée la notation cartésienne du nombre complexe z.
. J
T61
© Exercice 39. Calcul sur les complexes :
Calculer les nombres complexes suivants :
-0 BSoe-6-3) B0 .
B:-2-3)0-) Bz=0+p)-1-j)  Bz=6+3)5-3))
Remarques
¢ les réels sont des cas particuliers des complexes, puisque ce sont les nombres de la forme x + 0 x j.
De fait Rc C;
* les nombres complexes de la forme jy avec y quelconque sont appelés des imaginaires purs;
* on note aussi souvent i plutot que j. Mais pour éviter la confusion avec la lettre désignant l’inten-
sité en électricité, nous préférerons utiliser j.
T.62
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3.2.2 C, un corps commutatif
Propriété 28 (Addition dans C). Soient z = x + jy, 21,2z, et z3 quatre complexes. L'addition :
1. est commutative : z) +2p = 2, + 21 ;
2. est associative : (zl + 22) +z3=21+ (zz + 23);
3. posséde un (unique) élément neutre 0;
4. définit I'(unique) opposé de z = x + jy comme étant le complexe —z = —x — jy.
Remarques : soient z; et z, deux complexes, alors
* on dit que z; est un élément neutre de 1’addition si pour tout complexe z, on a z; +z =z;
* on dit que z; est un opposé du complexe z lorsque z; + z = z; ou z; est I’élément neutre de la loi

d’addition (c’est-a-dire z; = 0).

Propriété 29 (Multiplication dans C). Soient z=x+ jy,2y,2, et z3 quatre complexes. La multiplication :

1. est commutative : z) X zp = 2y X z1;
2. est associative : (21 X z2) X 23 = 21 X (zz X z3);

3. posséde un (unique) élément neutre qui est égal d 1;

4. définit 'inverse de z = x + jy = 0 comme étant le complexe -9 ;
/i 1y L N R )

5. est distributive sur addition : z; X (zy + z3) = (21 X23) + (21 X23).
Remarques :
* toutes ces propriétés font de C un corps commutatif;

* on dit que z; est 'inverse du complexe z lorsque z; xz =1 ou 1 est ’élément neutre de la loi de
multiplication.

© Exercice 40. Inverse :
Calculer l'inverse des nombres complexes suivants :

B:-4-i B:=-3+i Bz=-3-97 Bz=3+4j O

© Exercice 41. Division :
Calculer les nombres complexes suivants :

Z:—11+—jj 2272;33]‘]' 2221%3; 22712%?} -

3.2.3 C,unEev sur R de dimension 2

Propriété 30 (Structure d’ev de C). Soient z = x+ jy € C et A € R. On définit la multiplication externe
«+» d’'un complexe par un réel par : A -z = (Ax) + j(Ay). Alors, C muni de la loi d’addition précédemment
définie et de cette loi de multiplication externe est un v de dimension 2 et de base canonique (1,j).

Notation complexe et vecteur
Ainsi, un nombre complexe apparait comme un vecteur a 2 dimensions : z = x + jy peut-étre vu comme
> >
le vecteur if = (x,y) = xi + pj.
Remarques :

* on utilise souvent la méme notation pour la multiplication interne « x » et la multiplication externe
«-», voire pas de symbole du tout. Le contexte permet de savoir de quelle multiplication il s’agit;

e un nombre réel pouvant étre vu comme un nombre complexe particulier, la multiplication externe
peut aussi étre vue comme une multiplication interne particuliere.

Propriété 31 (Egalité de deux complexes). Soient zy = xq + jy; et z; = x, + jy, deux complexes. Alors :

*z1 =2 X =Xy et Yy =1y

18
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*z1=0&[x; =0ty =0]

Soit z = x + jy un complexe. Puisque C = R? (cf. ﬁgure@) :

¢ Interprétation affine : on peut définir le point M(z) du plan avec z I’affixe du point M comme le
point de coordonnées cartésiennes (x,y);

* Interprétation vectorielle : on peut définir le vecteur #(z) du plan avec z 'affixe du vecteur
comme le vecteur reliant l'origine O au point de coordonnées (x,p).

(Oy)

~.

Ficure 9 — Coordonnées cartésiennes (x,y) d'un point M du plan.

3.2.4 Conjugué d’'un nombre complexe

Définition 32 (Conjugué). Le conjugué du complexe z = x + jy est le nombre complexe noté z ou
z* défini par z = z* = x — jy. Lopération effectuée s’appelle la conjugaison.

Propriété 33 (Conjugaison). Soient z=x+jy, zy = x1 + jy; et 2o = X, + jy, trois nombres complexes. Alors :

z—2"
ety =Im{z} = -Im{z"} = —
y 2]

*

1. x =Re{z} = Re{z"} = zrz

2. (z1+2zy)" =2] +2
3.

* %k

(z122)" = 2129
721\ 2
4. —_— = >
2y 22

© Exercice 42. Conjugaison : Calculer les conjugués des nombres complexes suivants :

H:-:-) B:=-3+] BHz=-3-9 Bz=3+4j m

© Exercice 43. Conjugaison et opérations :  Calculer les conjugués des nombres complexes sui-
vants :

B:-0-+j)+6+) Bz=06+)-(4-3) Bz=0+j)+(3-9) .
BA:-2-3)0-2) Bz=02+)-2-j) Bz=02+3))5-2)

3.3 Forme polaire d’'un nombre complexe

3.3.1 Coordonnées polaires

Soit z = x + jy un complexe. Le point M(z) du plan ou le vecteur OM (z) = if(z) du plan peuvent étre
repérés par leurs coordonnées polaires (cf. figure [10) :

+ distance a l'origine : r = ||OM || = ||if]|; r est appelé le module de z et noté r = |z|.
. — = T i .
* angle polaire: 6 = (Ox,0OM )= (Ox,1); O est appelé I'argument de z et noté 6 = arg(z).

Conclusion : Le couple module/angle (r,0) de z peut aussi servir a repérer M (ou i) dans le plan au
méme titre que les coordonnées cartésiennes. Il forme les coordonnées polaires de M(z).
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~.

Ficure 10 — Coordonnées cartésiennes (x,y) et polaires (r,0) d’un point M du plan.

4 )
Définition 34 (Module et argument d’un nombre complexe). Soit z = x + jy un complexe. Alors il
existe un unique r = |z| > 0 appelé module de z et un unique 6 = arg(z) €] — 7, 7| appelé argument
de z tels que z=rcos O + jrsinf et

o r=|z| = \x2+y?%;

* x=rcos(0);

* y=rsin(0).

L J

Remarque : lorsque z est un réel, le module est la valeur absolue, définie pour tout x dans R, par
X ,six>0
bl = -x ,six<0
Arguments remarquables
* size R, alors arg{z} = 0;
e sizeRY, alors arg{z} = 7;
* siz=jyavecyeR},alorsargfz} = 7;

* siz=jyavecyeR?,alors arg{z} = -7.

© EXeRcicE 44. Calculer le module des nombres complexes suivants :

H:-:-j B:-1-j BH:-2+3j BA:--2-3j

© Exercice 45. Donner la forme cartésienne des complexes dont le module et l'argument sont :

1 [ERE H.s3-5) B o A B:o

O

Propriété 35 (Module). Soient z = x + jy, 21 = X1 + jy; et zp = X5 + jy, trois nombres complexes et n € Z.
Alors :

|21|,

’

|25

21
1. |z125| = |z1|lzo] et | —

2. Inégalité triangulaire : ||21| - |22|| <|z1 + 23] < Jz1 |+ 122];

3. 27" =|z%;

1 z*

4 —=—;
z |2

5 A _An,
22 |Zz|2 '

6. |z" = |z|"

© EXxeRcicE 46. Calculer le module des nombres complexes suivants :

20
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_ 14y _2+3j _2+3)
Z I 2= 335 Z— T+
B:-+j)-1-)) = (5+3/)(5-3]) B:-+3)1+))
-2 E (2+3)) EZ_—z 3]
O
© Exercice 47. Calculer le module des nombres complexes suivants :
_ 1 _ 1 __1 |
Z—ﬁj Z__3+j Z_—2—2j Z_1+4j
O
© Exercice 48. Calculer le module des nombres complexes suivants :
_ 14y _ 243j _ 2+43j _—2-j
O
T.76
Propriété 36 (Argument). Soient z=x+ jy, 2y = x1 + jy; et 2z = xp + jy, trois nombres complexes et n € Z.
Alors :
1. arg{zyz,} = arg{z;} +arg{z,} (mod 2m);
2. arg{zy/z,} = arg{z} —arg{z;} (mod 2m);
3. arg{l/z} = —arg{z} (mod 2m);
4. arg{z*} = —arg{z} (mod 2m);
5. arg{z"} =narg{z} (mod 2m);
T.77
© ExercicEe 49. Propriétés de l'argument :  Soient z; = \/§+]\r2 etz, = V3 + j- Sachant que cos  +
jsing = £ \F etquecos g+jsin % \E+%j, donner le module et l'argument des complexes suivants :
H- .Zz H- .Zz Bi.: B:= 0
M- H-- H- K- B BE
. T.78
Soient :
* z; de module r et d’angle 6
* 2z, de module r et d’angle 0 + 27t (360°)
z; et z, définissent exactement le méme point M du plan 2D (cf. figure . Donc z; = z,.
Propriété 37 (Egalité de deux complexes). Soient z; et z, deux complexes de module respectif r| et r, et
d’angle avec (0,x) respectif 01 et 0,. Alors : z; = z, & [r| = 1y et 01 = 0, (mod 27)]. Dire que 61 = 0,
(mod 2m) signifie qu’il existe une valeur k € Z telle que 61 = 6, + 2km.
(0y)
1  M(21),M(z))
o/
;\ +2m
(AN
ol t° X (Ox)
Ficure 11 — De 'unicité de 'argument.
Pour définir un complexe z (et donc un point M) de maniere unique a l'aide d’un couple modu-
le/angle (r,0), il faut donc lever toutes ambiguités sur I’angle : c’est l'objectif de I’argument de z qui
fournit une valeur d’angle limitée a | — 7; 7t]. T.79
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\

-
Définition 38 (Argument d’un complexe non nul). Soit z = x + jy un complexe non nul. Alors :
316 €] — 1, 7] tel que z = |z|(cos O + jsinO). Ce nombre (réel), noté arg{z}, est appelé argument de z.
I1 est tel que tan(0) = S avec:

e six>0,0¢ ]—%,% et 0 = arctan(f—c)

*six<0Oety>0,0 e]%,n] et O :arctan(§)+rc

*six<Oety<0,0¢€ ]—n,—% et = arctan(%)—n

*six=0,0=5sip>0et0=-5sip<0

J

Remarque : arctan(%) + 7 et arctan(%) — 1t désignent le méme angle, a 27 pres. Par commodité, on
T80 pourra alors simplement utiliser 6 = arctan(%) + 1t lorsque x < 0 sans se préoccuper du signe de .

3.3.2 Notation exponentielle d’'un nombre complexe

Définition 39 (Notation exponentielle d’un complexe). Soit z = x + jy un complexe de module r et
d’(unique) argument 6. Alors z se note sous la forme exponentielle z = re/?. Toutes les propriétés
des exponentielles réelles restent vraies dans C et sont analogues aux propriétés des puissances.

Remarque : Pour faciliter les calculs, on utilise souvent la notation re/? méme lorsque 6 ¢] - 7t;7].

Ficure 12 — Coordonnées cartésiennes (x,) et polaires (r,0) d’'un point M du plan.

181
Propriété 40 (Identification du module et de 'argument). Sir € R% et O €] -, 7], et z = rei?, alors
s |zl =r1;
» arg{z}=06.
Propriété 41 (Quelques complexes remarquables).
o ¢/9 est le nombre complexe de module 1 et d’argument 0 (mod 27);
o ef0=1, els =7, eT = -7, T =1, el?m =1;
e relO =1, rel3 = jr,re % = —jr, rel™ = —r, ref?" = 7.
T.82
© Exercice 50. Forme polaire :  Soitz =2~ j.
1. Représenter z graphiquement;
2. Donner la forme polaire de z.
Mémes questions pour z = =5 + 3j. O
T.83

© Exercice 51. Module et argument : Déterminer le module et largument (en degrés et en radians)
des nombres complexes suivants, et représentez-les graphiquement :

21:_1_j 22:3—j 23=—2+4j 24:\E+]‘
25=—2+]'\@ E26:—4+4j 27:3_3]' EZSZ?
2

z z
929:*1 10 210:*2
Z3 24
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Eléments de réponse : |z;| = V2, arg(zy) = -135° = —%7; lzo| = V10, arg(zy) = —% arctan(%)o =
—arctan(%); |z5] = 25, arg(z;) =180 - % arctan(2)® = 7t —arctan(2)

O

© Exercice 52. Notation exponentielle :  Déterminer la notation exponentielle des nombres com-
plexes suivants :

- B:-0+)?% B:.-3+))

1+jV3
z“: \%]_:C 212:1+cosq)+jsin(p Ezl3z(l+jtan(p)2

O

© Exercice 53. Module et argument :  Déterminer le module et Uargument du complexe z tel que
z=(1+j)"+(1-j)", avec n € Z.
O

© ExEercicE 54. Module et argument :  Soit z = e/9. Déterminer le module et l'argument du complexe
Z définipar: Z = 2% + z.

O
3.4 Application a la géométrie : transformations du plan et lieu géométrique
3.4.1 Transformations du plan
( )

Théoréme 42 (Translation). Soit z; (respectivement z,) l'affixe du vecteur 1 (respectivement ii,) et du
point My (respectivement M,) du plan. Alors (cf. figure[I3) :

o Levecteur it = il + il est d'affixe z=zy + z;;

* Le point M tel que OM = OM; + OM, est d'affixe z=2z, +z5;

* Plus généralement le point A(a), translaté du point B(b) par la translation de vecteur i(u), est
d'affixe a=b+u;

FiGure 13 - Translation dans le plan.

Théoréme 43 (Symétries). Soit z un complexe, affixe du point M. Alors (cf. figure[14) :
* Le point M’(2’), symétrique de M par rapport a I'axe des abscisses (O,x), est d’affixe z’ = z*;

* Le point M”'(z”), symétrique de M par rapport d l'origine, est d’affixe z”" = —z.
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M (~z)¢ M’ (z%)

FiGure 14 - Symétries dans le plan.

s 3
Théoreme 44 (Rotations). Soit B le point du plan d’affixe b = xj, + jy, = r, exp(jOp).
* La rotation de centre 0 et d’angle O transforme le point B en le point B’ d’affixe b’ = xp + jyy =
rpexp(j(6y + 0)) avec b’ = bexp(j0O), xp = x},cos(0) — v, sin(0) ef vy = x3,sin(0) + y;, cos(6). Cette
transformation est illustrée figure

* La rotation de centre A(a) et d’angle O transforme le vecteur zﬁ(b —a) en le vecteur ﬁ(b’ —a)
avec b’ —a = (b —a).exp(j0O)), autrement dit b’ = a+ (b —a)exp(jO), xpr = x4 + (xp — x,) cos(0) —

(Vb = Ya)sin(0) et vy = Yo + (xp — x,)sin(6) + (yp — ¥a) cos(0)

Ficure 15 — Rotation de centre O et d’angle 6

3.4.2 Produit scalaire

{ )
Définition 45 (Produit scalaire). Soient 1] et 11, deux vecteurs du plan, d’affixes respectives z; =
X1 +jy; et zp = x5 +jy,. Alors le produit scalaire de 1] et i1y, noté (i}, il ), est le nombre réel défini
par:

* Définition géométrique : (ify, it, ) = ||ity||||it| cos((m)).

+ Définition analytique : (i}, i) = X1 X3 + Y12

« Définition avec les nombres complexes : (11,13 ) = Re{z] z,}.

Rappels :
* Deux vecteurs i/ et ¥ sont dits colinéaires s’il existe un réel A non nul tel que i = Av;

* Deux vecteurs i/ et ¥ sont dits orthogonaux si (i,7) = 0.
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3.4.3 Lieu géométrique

Définition 46 (Lieu géométrique). Le lieu géométrique est I'ensemble des points (ou de manieére
équivalente leurs affixes complexes) satisfaisant une condition donnée.

Exemple 47 (Des lieux géométriques : droites, cercles, disques, ...). Soient a, b et u trois nombres com-
plexes. Alors :

1.

La droite passant par le point A(a) et de vecteur directeur i(u) est d’équation paramétrique D =
{zeC/z=a+ Au, A e R};

. La droite passant par le point A(a) et de vecteur normal #(u) est d’équation D = {z € C/Re{(z —

a)‘u} =0};
La droite passant par les points A(a) et B(b) est d’équation paramétrique D={zc C/z=a+ AMb—-
a),AeR};

4. Le cercle de centre A(a) et de rayon Rest: C ={ze€ C/|z—a|=R};

Le disque ouvert de centre A(a) et de rayon Rest: D ={ze C/|z—a| < R}.

© Exercice 55. Equation de droite : Déterminer 'équation de la droite D :

1.
2.
3.

passant par le point M(1,2) et de vecteur directeur (1, —1).
passant par le point M(1,2) et de vecteur normal (1, —1).

passant par les points M(1,2) et N(-1,1).

© Exercice 56. Equation de droite :  Déterminer les équations des droites :

1.

passant par les points A(1,2) et B(-1,0); (solution : x =y + 1 = 0);

2. passant par M(1,1) et de vecteur normal i/(1,2); (solution : x + 2y — 3 = 0)
3.
4. médiatrice du segment [AB] avec A(1,2) et B(—1,0) (rappel : la médiatrice de [AB] est la droite

passant par M(1,1) et de vecteur directeur i(1,2); (solution : 2x—y —1 = 0);

orthogonale a la droite (AB) passant par le milieu du segment [AB]);
passant par A(1,2) et perpendiculaire a la droite (AB) avec B(-1,0).
O

© Exercice 57. Equations de droite dans le plan :  Soient M (x;,;) et M(x,,9,) deux points du plan
et soit if(a,B) un vecteur. Déterminer l'équation de la droite :

1.

oA WN

passant par M; et de vecteur directeur i(;
passant par M; et de vecteur normal i/;
passant par M, et M, ;
médiatrice du segment [M{M,];
passant par M; et perpendiculaire a la droite (M M,).
O

© Exercice 58. Droites dans le plan :  Soient D et D’ deux droites d’équations cartésiennes respec-
tivesax+by+c=0eta’x+b'y+c’ =0 et soit P(xp,yp) un point du plan.

1.
2.
3.

A quelle condition D et D’ sont-elles paralléles ?
A quelle condition D et D’ sont-elles orthogonales ?

Quelle est la distance de P a la droite D?
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© Exercice 59. Lieu géométrique : Déterminer l'ensemble des affixes satisfaisant les relations :

M Im(z)>1 Pl Re(z) > L B 0 <arg(z) < Z Y 22-3|>3
2 4

O
T.95
3.5 Application a la trigonomeétrie
P . el0 4 ¢7/9 . ef0 — i
Théoréeme 48 (Formules d’Euler). Soit 6 € R. Alors : cos6 = — et sin@ = 2—]
© Exercice 60. Linéarisation de sin’(x) :
.2 e%* + e Hx — - ,
1. Montrer que sin“(x) = — 1 en utilisant une formule d’Euler;
1 —cos(2x
2. En déduire que sin®(x) = %
O
© Exercice 61. Linéarisation d’expressions trigonométriques :
Ens |nsp|rant de l'exercice précédent, linéariser les expressmns suivantes :
.51 ) = cos?(t) .52 ) = cos3(t)
53( )—cos(t)sm(t) 54( )—sm3(t)
. s5(t) = cos?(t)sin(t) E s¢(t) = cos(t)sin?(t)
O
T.96
[ Théoréme 49 (Formule de Moivre). Soient 6 € R et n € Z. Alors (cosO + jsin0)" = cosn6 + jsinn6 J
© ExercicE 62. Factorisation de cos(2x) et sin(2x) :
1. Développer l'expression (cos(x) +jsin(x))2;
2. En déduire que cos(2x) = cos?(x) — sin®(x) et sin(2x) = 2sin(x)cos(x) en utilisant le formule de
Moivre.
OJ
© Exercice 63. Factorisation d’expressions trigonométriques :
En s’inspirant de l'exercice précédent, factoriser les expressions suivantes :
.51 ) = cos(3t) .52 ) = sin(3t)
.53 = cos(4t) .54 = sin(4t)
O
T.97

3.6 Racines complexes

Probléme
Soit zy = x+jvy = roel? avec x¢, v, 1y et O, la partie réelle, la partie imaginaire, le module et 'argument
de zj € C, respectivement. On cherche a résoudre I’équation :

2? =z, avecze C
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© Exercice 64. Racines carrées complexes :  Calculer les racines carrées complexes des nombres
complexes suivants (on donnera la réponse sous forme cartésienne et sous forme exponentielle) :

ZO:j21:1+jzlzej% il 2> = 2exp(j g) O

© Excercice 65. Résolution d’équation :  Résoudre dans C l'équation z2 = V3 + j, en déduire l'ex-

. T . T
pression exacte de Cos(—) et sm(— )

12 12
O
Théoreme 50 (racines complexes d’un polynome du second degré a coefficients réels). Soient, a, b
et ¢ trois nombres réels, avec a # 0. si A = b% —4dac < 0, I’équation ax?+bx+c=0 possede deux solutions
complexes conjuguées x| = _b_é—u_A etx, =x] = _}’Jré—a_A.
© Exercice 66. Racines : Déterminer les solutions, éventuellement complexes, des équations :
1 x*+x+1=0;
2. x2—x+1=0;
3. 2x2+2x+1=0;
4. x*+1=0;
5. xt—x2-2=0.
O
Théoreme 51. Racines complexes d’un polynome du second degré a coefficients complexes Soient, a, b
et ¢ trois nombres complexes, avec a # 0. L'équation az®> + bz + ¢ = 0 posséde deux solutions z; = _2;‘5 et
Zp = % avec  une racine carrée complexe de A = b? — dac.
© Exercice 67. Racines d’un polynéme du second degré a coefficients complexes :  Résoudre
l'équation x> — (1 +j)x+j = 0. O

© Exercice 68. Résolution d’équation :  Résoudre dans C l'équation z> — (8 + 6j)z+ 15+ 30j = 0,
la méthode de résolution des équations du second degré a coefficients réels restant valable pour les
coefficients complexes. O

© Exercice 69. Résolution d’équation : Résoudre dans C les équations :

BHx+1-j=0 B:--1+j)'=0

O
Probleme
Chercher les racines éniémes de I'unité, c’est chercher les complexes z tels que z" = 1.
Théoréme 52 (Racine énieme de 'unité). En posant z = r.exp(j0), on a : z est solution du probléme
. 2kmt . : 2km
ssir=1et0 = —, avec keZ. 11y adonc n solutions z; = e/ "n aveck €{0,...,n—1}.
Démonstration. 11 suffit d’égaler les modules et arguments de z et de 1. O
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{ )
Définition 53 (Racines éniémes d’'un nombre complexe). Soient zy € C et n € IN*. Les racines
éniémes de z; sont les nombres complexes z solutions de ’équations z" = z;.

s 2
Théoréme 54 (Racines éniémes d’un nombre complexe). Les racines éniémes du nombre compelxe
) .p+2km
zg = pexp(j@) sont les n nombres complexes zy = /o exp (](P—) avec k €{0,...,n—1}.
n
\ J
T.103
© Exercice 70. Racines éniémes :
1. Donner les racines cinquiémes de l'unité.
2. Donner les racines cubiques de —1.
3. Calculer les racines :
5iémes de 1 4iémes de -1 cubiques de j
carrées de —j 5i€mes de 1 + j B de V3+j
Réponses : Wi = exp(jsz”), avec 0 < k < 4; Wy = exp(j@), avec 0 < k < 3; Wy =
exp(j%#), avec0<k<2
O
T.104
© Exercice 71. Résolution d’équations : Résoudre dans C :
(1+z)”:(1—z)” 25+1—j:0
B:-1+)7'=0 B2 427=0
O
T.105
3.7 Application a I’électricité
Dans un probleme d’électricité, on a généralement affaire a :
* une tension : u(t) = Uy cos(wt + ¢, ) = Re{Uye/Pu et}
* une intensité : i(t) = I cos(wt + @;) = Re{lyel?ielt)
En utilisant les complexes, on peut définir :
+ Tension/intensité complexe U = Uye/P« et I = Iye/? amplitudes complexes de la tension et de
I'intensité
U . - .
e impédance complexe : Z = ? =R+ jX avec R la résistance et X la réactance
L di . :
* bobine, inductance L : u = LE = u(t)=—-Lwlysin(wt +@;) et U =21 avec Z = jLw
. ) . 1
* condensateur, capacité C : i = Cd—ttl =i(t) = -CwUpsin(wt + @,) et U =ZI avec Z = o
jCw
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