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1 Introduction aux signaux discrets

{ )
Définition 1 (Les signaux discrets).
Les signaux discrets sont des fonctions de la variable temporelle entiére k. Ils véhiculent une in-
formation délivrée par I’évolution d’une grandeur physique mesurée a des instants f;, et peuvent
étre de natures variées :

* en électronique : signal de tension ou d’intensité;

* en télécommunication : signal électromagnétique en sortie d’'un modulateur;

* en téléphonie : signal de parole, signal vidéo pour une visioconférence.
. J

Contexte général du cours

En mathématiques, on utilise souvent les lettres n ou k pour désigner des variables entieres, et la lettre
u pour désigner une suite dont le terme général u,, est fonction d’'un parametre entier n. Dans ce cours
on utilisera cette notation usuelle pour décrire des propriétés mathématiques générales. Quand on fera
référence a un signal discret, on utilisera plut6t la notation s[k] pour désigner un signal s dépendant
d’un parameétre entier k représentant le temps discret.

Signal continu (analogique)
Variable temporelle ¢ réelle : signal s(¢), t € R

Signal discret (numérique)
Variable temporelle k entiere : signal s[k], k € Z

Passage du continu au discret : échantillonnage
échantillonnage d’un signal continu s(t) a la période T, : s[k] = s(tg + kT,) avec t; instant arbitraire
(souvent, ty = 0)

1.1 Rappels sur les suites numériques
1.1.1 Définitions

Définition 2 (Suite numérique). Une suite numérique u est une application, définie sur l’en-
: R ; a , N — R

semble des entiers IN et a valeurs dans ’ensemble des réels R, et notée : u :
ne u,

On appelle 1 le rang et u,, est le terme général de la suite.

) N —>RouC . ., 1 1 , )
Exemple 3 (Une suite). u : ) 1 est une suite de terme général u,, = ~n+ —. Sa représentation
ne— Zn + 5 4 2

est donnée a la figure[]

u”

FiGure 1 — Représentation d’une suite.

Remarque : Une suite u peut n’étre définie qu’a partir d’un certain rang (apcr.) ng : cela signifie que
u, n'est donné que pour n > ng.
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1.1.2 Caractéristiques

1.1.2.A Sens de variation

{ )
Définition 4 (Sens de variation). Soient une suite u et ny € IN. u est :

1. croissante apcr. ng si et seulement si Vn > ng, 1,1 > u,
strictement croissante apcr. n si et seulement si Vn > ng, u,,1 > u,
décroissante apcr. n si et seulement si Vn > ngp, u,,1 < u,

strictement décroissante apcr. 1 si et seulement si Vn > ng, 4,1 <u,

2 N

monotone apcr. 1 si et seulement si u est croissante ou décroissante apcr. ng

© Exercick 1. Sens de variation :
En calculant le signe de u,,.1 — u,, déterminer si le sens de variation des suites de termes généraux
suivants : (on indiquera le terme a partir duquel la suite est croissante ou décroissante) :

un:nz_zn_1 un:% Mn:\/H

O
1.1.2.B Bornes
Définition 5 (Suite majorée, minorée, bornée). Soient une suite u et ny € IN. La suite u est :
1. majorée apcr. 1y si et seulement si AM € R tel que Vn > ng,u, <M
2. minorée apcr. 1 si et seulement si 3m € R tel que Yn > ngy, u, > m
3. bornée apcr. n si et seulement si u est majorée et minorée
© Exercice 2. Suite majorée, minorée, bornée :
Montrer que pourn >0 :
2 -1
B2-20-1>-2 H <l Blo<Vviri-vu<i .

1.1.2.C Suites alternées

Définition 6 (Suite alternée). Une suite u est alternée apcr. n si pour tout n > ng, u, et u,,; sont
de signes opposés, autrement dit : Vn > ng, u, 1,1 <0

Exemple 7 (Une suite alternée). La suite u de terme général u,, = (—1)" est alternée. Sa représentation est
donnée figure

Ficure 2 — Une suite alternée.
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1.1.3 Comportement asymptotique d’une suite

1.1.3.A Convergence

Définition 8 (Suite convergente). Soit L € R. Une suite u est convergente de limite L en +oo si et

seulementsi Ve € R}, Ang € IN tel que : Vn €]ng; +o0], un—L| < e€.Onnote alors: lim u, =limu = L.
n—+oo

. . L, 1 o
Exemple 9 (Une suite convergente). La suite u de terme général u, =1 + m est convergente de limite
L =1 comme l'illustre son graphe donné figure 3]

Uy

iy

0 10 11 12

FiGure 3 — Une suite convergente.

1.1.3.B Divergence

( )
Définition 10 (Divergence). Une suite u est divergente si elle n’est pas convergente. Elle peut :

* étre divergente de limite +oo si et seulement si YA > 0, dng € IN tel que Vn €]ng, + oof, u,, > A.
On note alors lim u, =limu = +oo
n—+o00

* étre divergente de limite —oo si et seulement si YA <0, dny € IN tel que Vn €]ng, + oof, u,, < A.
On note alors lim u, =limu = —oco
n—+o0

» étre divergente sans limite

Exemple 11 (Des suites divergentes). 1. u, = 5 est divergente de limite L = +oo (cf. ﬁgure
2. v, = % est divergente de limite L = —co (cf. figure [4)
3. w, =(-1)" est divergente sans limite (cf. ﬁgure

unlvﬂ

Ficure 4 — Des suites divergentes.
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Pour ¢ € R une constante réelle, k € IN* un entier positif non nul, « € R, une constante réelle positive,

v, suite telle que limv = +c0:

B [ E i (o [ [ [wt
[ Limite  [[L=c | +o0 | 0* | +o0 | +o0 | +o0 | 0* \
[ u, | In(v,) | exp(v,) | cos(v,) | sin(v,) | n! \
| Limite | +o0 | +o0 | p.d.Lf] | pdl. | +o0 |

Note : si v, = vo+2nm, on a cos(vy,) = cos(vg) et sin(v;,) = sin(vg). De plus, si v, = nm alors sin(v,)) =0 et si v, = % +n7, cos(vy,) = 0.

Dans tous ces cas particuliers, cos(vy,) et sin(v,,) sont en fait des suites constantes et donc convergentes. Dans les autres cas il n’y

a pas de limite.

Les limites de suites obtenues par addition, multiplication et division sont données table[l]

limu | limv lim Au limu+v limu.v lim 2
+o0 +o0 +o0 +o0 +o0 +<io v

o | L, | L AL, L,+L, L,L, -

-E L]/

i L, 0* AL, L, 0 sign(L,) oo

(%)

.E L, 0~ AL, L, 0 —sign(L,) oo

0 0 0 0 0 FI
sign(sL,)oosi L, =0

2 S0 L, sign(sA)oo s00 gn(sL.) Y sign(i)oo

& FlsiL,=0 L,

c

o sign(sL,)oosi L, # 0

2 L, S00 AL, S00 gn(sLu) ! 0

= FIsiL,=0

'QE) +00 +00 sign(A)oco +00 +00 FI

]

K= -0 —00 —sign(JA)oo —00 +00 FI

(5]

g +00 —00 sign(A)oo FI —0c0 FI

]

= —00 400 || —sign(A)oo FI —00 FI

TasLE 1 — Opérations sur les limites asymptotiques avec A € R” et s un signe (égal a +1 ou —1); I’abré-

viation FI indique une forme indéterminée.

Propriété 12. Soient u, v et w trois suites définies apcr. ny.

1. Si(uy,) est croissante et majorée, elle converge vers une limite | inférieure a tous ses majorants

2. Si(uy) est décroissante et minorée, elle converge vers une limite | supérieure a tous les minorants

Propriété 13. SiVn>ngy,u, <w, <v,, etsilimu =limv =1, alors limw = I.

Propriété 14. SiVn>ny,v, > u,,
1. silimu = +oo, alors limv = +o0

2. silimv = —o0, alors limu = —co

© Exercice 3. Convergence d’une suite numérique :
Déterminer si les suites u suivantes sont convergentes et si oui, quelles sont leurs limites ?

u _ 3n—-1
" 7n+2

1. p.d.l.: pas de limite

”n:

n?+1

7n+2

B -

n(-1)"+1
n+1
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© EXERcICE 4. Convergence de suites numériques :
Etudier la convergence des suites u dont le terme général u,, est:

2n—4
n
g et nt o 11! E
exp(3n—1) on i
Correction :
Multiplication par Uexpression "conjuguée” : u, = Vn+1 —n = (Vi + 1+ n)( W—\F
Vn+1++/n
- 1 1 1
nr L Donc u,, tendvers ————— = — =07

(+00) + (+0)  +o0

Vi+l+vn Vn+l+vn
nl n(n-1).(n-2)x3.2.1

E Par définition de la factorielle et de la puissance, u,, = o = 72 2%202 (ot les 2 du
dénominateur apparaissent n fois. En développant u, sous la forme d’un pr.o'duit de n fractions,
nn-1n-2 3 1 : n=1 n-2 3

X 7.1.5. Les fractions 5=, %35, X, 5 sont plus grandes que 1. Donc

272 2 72

d’aprés le théoréme du gendarme, u,, > 5 1 1.x.1.1.

il vient: u, =

n
. n o

> Autrement dit u,, > r Or 7 diverge vers

+00, donc par conséquence, u,, diverge vers +oco.

n-1n-2 3 2

. . X —.—.—. Sachant que u,, est

n n n nn

Méme principe qu’a la question précédente, u,, =

=

1
positif, et que beaucoup de fractions sont plus petites que 1, il vient: 0 <u,, <1.1.1. x1.1.— donc
n

0<u, < Comme ~ tend vers 0, le théoreme du gendarme permet de conclure que u,, tend vers

0.
O

1.2 Suites récurrentes
1.2.1 Définitions

Définition 15 (Suite récurrente). Une suite récurrente u est une suite définie implicitement par
une relation de récurrence permettant de calculer le terme u,, a partir des termes précédents et de
n:u, =@(Uy_1,u,y_p,..., 1), ou ¢ est une fonction.

Exemple 16 (La suite de Fibonacci). Elle est définie par u,,, = u,,1 + 1, et par deux conditions initiales
imposant ug et u;.

Méthodologie 17 (Démonstration par récurrence). Pour démontrer qu’'une propriété (P,) est vrai
pour tout n = ny :

1. On démontre la propriété au rang ny, i.e. on démontre que (Pno) est vrai.

2. On suppose que (P,) est vrai pour n quelconque et on démontre que (P,.1) est vrai (souvent en
utilisant la relation de récurrence liant (P,) a (Py41))-

© Exercice 5. Somme des entiers de 1 an: montrer par récurrence que pour 1 € IN*: 1 +...+n =
nn+1
nnt1) 0
2

© ExercicE 6. Somme des puissances de q: montrer par récurrence que pour g€ R\ {1} etn e IN*:
1= n+1
1+q+...+q”zi. O
l-q
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1.2.2 Suites récurrentes classiques

1.2.2.A Suite géométrique de raison g

r 2

Définition 18 (Suite géométrique de raison g). Soit g € C. Une suite u est géométrique de raison
q lorsqu’elle est définie par la relation de récurrence : Vn > 0,u,, .1 = qu,.

L

r 3
Théoréme 19 (Suite géométrique de raison q). Soit q € C. u est une suite géométrique de raison q si

et seulement siV0 <k <n, u,, = uy q”‘k-
\ J

Démonstration. Par récurrence O
T.23
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1.2.2.B Suite arithmétique de raison g

s 2
Définition 20 (Suite arithmétique de raison g). Soit q € C. Une suite u est arithmétique de raison
q lorsqu’elle est définie par la relation de récurrence : Vn > 0,u,,1 = u, +4.

( )
Théoreme 21 (Suite arithmétique de raison g). Soit q € C. u est une suite arithmétique de raison q si
et seulement si YO <k <n, u, = uy +(n-k)q.

\ J
Démonstration. Par récurrence O
T.24
© Exercice 7. Soit u,, la suite définie par la relation : i, = u, — 3, avec ug =1 :
1. Quelle est la nature de cette suite?
2. Calculer uy;.
3. u,, est-elle divergente ou convergente? Calculer la limite si elle existe.
O
© Exercice 8. Mémes questions pour :
Uyy1 = 2Uy Uyy1 = 0.5u, Upyp = Uy +1
O
© Exercice 9. Récurrence : Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :
1. Inégalité de Bernoulli : pour tout x e R** ettout n € IN, (1 +x)" > 1 + nx.
n n
2. Pourtoutn>1,| |(4k-2)= ]—I(n+k)
k=1 k=1
O
T.25
1.3 Signaux discrets
1.3.1 Signaux discrets usuels
Notation
Un signal discret est une suite {x[k]} a termes réels ou complexes définie par I'application :
7Z.—C
k — x[k]
Remarque : par abus de langage, on désignera souvent un signal par x[k] au lieu de {x[k]}.
T.26
4 )
Définition 22 (Impulsion de Kronecker). On appelle impulsion de Kronecker la suite 6 = {8[k]}iez
s .. ] o[0]=1 . . . . .
définie par: o: { S[k]=0 sik=0 " Ce signal est représenté graphiquement figure |5
\ J
127
{ )
Définition 23 (Echelon unité). On appelle suite unité ou échelon unité, la suite u = {u[k]}icz
) ulk]=1 pourk>0 . , . . .
définie par: u : { B I CE— Y Ce signal est représenté graphiquement figure
. J
T.28
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0.5
5[=3] 8[~2] 8[~1] S[1]
T JERRE ST
-3 -2 -1 1

s[2]

5[3]

y
uf0] u[l] u[2] u[3]
1 T ® ® ®
0.5 1
u[=3] u[-2] u[-1]
® 0
-3 =2 -1 1 2 3

1.3.2 Propriétés temporelles

Ficure 6 — Echelon u = {u[k]}rez-

[ Définition 24 (Signal discret causal). Lorsque x[k] = 0 pour k < 0, on dit que x est causal.

Propriété 25 (Rendre un signal causal). Tout signal x, multiplié par I'échelon unité u, devient causal.

r

\.

Définition 26 (Signal discret de durée finie). On dit que x est de durée finie lorsqu’il existe deux
entiers ki et k, tels que x[k] =0 pour k < k; et k > k.

e

¢ le signal retardé de k; échantillons par : pour tout k € Z, y[k] = x[k — ko]; la représentation

Définitions 27 (Avance, retard). Etant donné un signal x et kg un entier naturel, on définit le signal
y comme :

de p est celle de x décalée de kj échantillons vers la droite.

¢ le signal avancé de ky échantillons par : pour tout k € Z, y[k] = x[k + k¢]; la représentation de
v est celle de x décalée de k( échantillons vers la gauche.

Bl six) = o[k]+ Lo[k-1]

Blsiki=ufk)+ Lulk—1] Bsik] = ulk+1] - ulk-1]
Bl s(k] = ulk] - Sulk—1]
B sik) = ulk]+ Bulk—1] B skl = (k+ Dulk+1] - (k- 1u[k 1]

e Parmi les signaux précédents, lesquels sont causaux? De durée finie?

© Exercice 10. Signaux discrets :

Bl (k)= ulk]+ Lok +1]

B i) =kulk)

¢ Représenter graphiquement les signaux suivants pour -3 <k <10:

T.29

T.30
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1.3.3 Systemes discrets

( '
Définition 28 (Systéme discret). Un systéme discret F est une transformation d’une suite x[k]
(entrée du systéme) en une suite y[k] = F{x[k]} (sortie).

Définition 29 (Systémes discrets linéaires). On dit qu’un systéme discret F est linéaire lorsque
Flayxy [k] + axx; [k]} = ay F{xy [k]} + oo F{x, [k]}
avec (ay,@,) € C? et x; [k] et x,[k] deux signaux discrets.

.

Définition 30 (Systeme discrets invariants). On dit qu'un systéme discret F est invariant lorsque
F{x[k —n]} = y[k — n] pour tous k,n entiers.
\

Exemples 31 (Systémes linéaires, invariants... ou pas). * y[k] = x3[k] : non linéaire, invariant;
* ylk] = kx[k] : linéaire, non invariant;
o ylk] = 3x[k]+ 2x[k — 1] : linéaire et invariant.

Propriété 32 (Equation aux différences). Un systéme discret est linéaire et invariant (SLI) si et seulement

si sa sortie y[k] peut étre calculée a partir de son entrée x[k] par une équation aux différences du type :
N

Zany[k —n]= ibmx[k —m.
m=0

n=0

Opérateurs élémentaires.

Un SLI discret peut étre réalisé a ’aide des trois opérateurs de base :
e retard y[k] = x[k—1];
» amplification a : y[k] = ax[k];
o addition : p[k] = xq[k] + x,[k].

Exemples 33 (Relations entrée-sortie). o ylk] = x[k]+2x[k-1]
o ylk]—ay[k —1] = x[k — 1] (Systéme récursif du premier ordre)

Définition 34 (Réponse impulsionnelle). On appelle réponse impulsionnelle d’un SLI discret la
réponse (sortie) du systéme a I'impulsion de Kronecker 6[k] (entrée du systéme) : h[k] = F{6[k]}

\
{ )
Définition 35 (Filtre numérique). Un SLI discret est aussi appelé filtre numérique.

. J
r 3\
Définition 36 (Systeme (filtre) causal). Un SLI est dit causal si sa réponse impulsionnelle h[k] est

causale.
. J
( '

Définition 37 (Systéme (filtre) a réponse impulsionnelle finie ou infinie). Un SLI est dit & réponse
impulsionnelle finie (RIF) si h[k] est a durée limitée. Dans le cas contraire, on dit qu’il est a réponse
impulsionnelle infinie (RII).

© Exercice 11. Réponse impulsionnelle :
Donner la réponse impulsionnelle des systémes régis par les relations entrée sorties suivantes et
indiquer si le systéme est causal, RIF ou RII :
Bl o) = xk) + Lxfk-1] Bl vk = 2x[k + 1]+ 1x[k -1]
B k] = x[k] + x[k—1]+x[k - 2]

10
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Théoréme 38 (Produit de convolution). La sortie d’un SLI de réponse impulsionnelle finie causale h
L-1

et dentrée x, est le signal y défini par : y[k] = h[k] = x[k] = Zh[n]x[k —n] ou lopération = est appelé
n=0

produit de convolution et h[k] = 0 pour k > L € IN.

© Exercice 12. On applique un signal x[k] a l'entrée d’un filtre de réponse impulsionnelle h[k].
Donner la réponse y[k] obtenu en sortie du filtre lorsque :

1. x[k] = 6[k]+26[k —1] et h[k] = 6[k] + 30[k - 1];
2. x[k] = 8[k]+6[k—1] et h[k] = 8[k]-8[k —1];
3. x[k] = o[k] - S6[k — 1] et h[k] = [k] - 28[k — 1].

O]
T.35
Propriété 39 (Produit de convolution). Soient sy, s, s3 trois signaux, A un réel et kg un entier. Alors :
1. Multiplication par une constante : (As)*s, = A(s1 %5,);
2. Commutativité : s; *Sy =Sy *57;
3. Associativité : (sq *5p)*S3 =51 *(Sp *53);
4. Distributivité par rapport a 'addition : s; = (s, +53) = (51 #52) + (51 #53);
5. Convolution avec une impulsion de Kronecker : s%6 = s et s[k]*6[k —ko] = s[k —ko].
© Exercice 13. On applique un signal x[k] & l'entrée d’un filtre de réponse impulsionnelle h[k].Appliquer
les propriétés précédentes pour calculer la réponse y[k] obtenu en sortie du filtre lorsque :
1. x[k]=0[k]—306[k—1] et h[k] = 25[k]+30[k —2];
2. x[k]=0o[k]- %6[k —2] et h[k] = o[k]-20[k—1]+ o[k —3].
O
T.36

11
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2 De la géométrie 2D a l’algebre linéaire nD

2.1 Eléments de géométrie 2D
2.1.1 Point dans l’espace 2D

my

Dans le plan (I’espace 2D), un point M = (m ) est identifié par un couple ordonné de valeurs réelles
2

mq et my.

. R L . . 0
Muni du repere cartésien orthonormé de centre O = ( 0

) et de vecteurs directeurs 7sur ’axe [0x) et
m
1y

* m; est son abscisse : c’est la distance qui sépare le point M de I’axe des ordonnées

7sur l'axe [Oy) (cf. figure , le couple de valeurs ( ) donne les coordonnées de M :

* m, est son ordonnée : c’est la distance qui sépare le point M de 1’axe des abscisses

[Oy)
ordonnées
My ------ oM = (ml)
| U]

7 3

) 1
o 7 ™ [Ox)

abscisses

FiGure 7 — Repérage d’un point dans le plan 2D.

2.1.2 Vecteurs 2D
2.1.2.A Vecteurs, des déplacements

( )

Définition 40 (Du point au vecteur). Partant d’un point M = (ml) dans le repére cartésien, le
2

vecteur OM = Zl est I'entité qui décrit le déplacement allant de O (point de départ) a M (point
2

final). (cf. figure ) Il consiste a se déplacer de m; dans le sens de T puis de m, dans le sens de J.

s - —|
On le note : | OM = m 7+ m;,J|.
\ J

Cas particuliers : le vecteur nul, et f

- — 0 > 1 Lo 0
LevecteurnulestO_OO_(O),1_(0),]_(1).

12
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[Oy)
ordonnées
7l
O—’M:(ml) my
)
my]
7 >
e
o| 7 M1 [Ox)
abscisses

Ficure 8 — Vecteur en 2D.

2.1.2.B Vecteurs, déplacements indépendants de leur point de départ
~

-
Définition 41 (Un vecteur a partir de ses deux extrémités). Pour deux points A = (ul) t B = (bl)’
2 2

on définit le vecteur AB par le couple de valeurs (Zl a Zl). Le vecteur AB s’écrit donc : AB = (b —
2= 4

a1)7+ (by —ay)7. (cf. figure[9).

.
[Oy)
b, B
M
S .,
' AB
< &
|
AN S
az ; A
]
ol 7" @ b, [Ox)
by —a; by —a;

Ficure 9 — Vecteur en 2D.

—
A Remarque : Puisqu’un vecteur est une mesure de déplacement, il est égal au vecteur OM ou M

. bl —a]
est le point (b7_ o)
© Exercice 14. Donner les coordonnées du vecteurA;B> avec :
_1)

T (e

T.40

13



Ressource R213

s 3
Définition 42 (Description d’un vecteur). Le vecteur OM (cf. ﬁgure peut se décrire a l'aide :

1. d’une direction : celle de la droite (OM)
2. d’un sens : celui allant de O vers M
3. d’une longueur : celle du segment [OM]

Puisqu’il exprime un déplacement, il n’est pas nécessaire d’en exprimer les points d’extrémités
et on le notera plus généralement v.

T.41

2.1.3 Egalité de deux vecteurs

( )

P & ons u v q
Théoréme 43 (Egalité de deux vecteurs). Deux vecteurs il = ( 1) etv= (vl) sont égaux
2

& leurs coordonnées sont égales :

uy =vy (égalité des abscisses)
U, =v, (égalité des ordonnées)

&= leur direction, leur sens et leur longueur sont égaux.
\ J

A Remarque : Deux vecteurs sont de méme direction s’ils sont portés par (ou s’ils dirigent) des
142  droites paralléles.

2.1.4 Vecteurs colinéaires

Définition 44 (Vecteurs colinéaires). Des vecteurs sont colinéaires s’ils sont de méme direction
(mais pas nécessairement de méme sens ni de méme longueur). (cf. figure|10).

dy|=mm=- e fg/' "

v

7
0

=l
QU
i

Ficure 10 — Vecteurs colinéaires

Définition 45 (Notion de produit externe). Soit un vecteur ¥’ de longueur L,. Un vecteur i coli-

néaire a v's’écrit ou A est un réel. La longueur de i, notée L,,, est :| L,, = |A|L, | L'opération

"." s’appelle un produit externe (ou multiplication externe).

© Exercice 15. Parmi les vecteurs suivants, dire lesquels sont colinéaires :

R I R

T.43
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2.1.5 Opérations vectorielles en 2D

2.1.5.A Multiplication externe en 2D

r

Définition 46 (Produit externe .). Dans le plan 2D, le résultat du produit externe du réel A et du

v .
vecteur v'= (vl) est le vecteur qui :
2

. 7’ . N
* est colinéaire a v;

* dont la longueur est celle de ¥ multipliée par |A[;

* et dont le sens est celui de vsi A > 0 et est opposé a v'si A < 0.

]

Les coordonnées de i’ sont : [L_f: A (vl) = (/\v D; le nombre A s’appelle un scalaire. (cf. figure -
2

/\Ul

~\

J

Propriété 47 (Propriétés de "."). Soient if,V deux vecteurs et A un réel.

AVZ 3\]7:
'l
,
%)
N
v
AN
N
]
>
ol 77 v Ay

Ficure 11 — Multiplication externe d’un vecteur par un scalaire dans le plan 2D.

A Remarques :

* Par souci de rapidité et de lisibilité, le produit A-v sera souvent écrit AV’

* Le produit externe étire la longueur d’un vecteur si [A| > 1 et la contracte si 0 < |A| < 1.

¢ SiAx0,i=AVeV="—-0

o >=|-

e Sid=0,alorsi=1-7=

- . . —
V=0 (méme si vV n'est pas 0).

Propriété 48 (Equation paramétrique de droite). Une droite D de vecteur directeur ii’ # 0 passant par le

point D est l'ensemble des points M = (;) tels que DM est colinéaire a it : LD = {M/D_M> = AL A€ R}j

© Exercice 16. Equation de droite :

point A et de vecteur directeur i avec

m T

donner l'équation paramétrique de la droite passant par le

e

15
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2.1.5.B Addition en 2D

{ )

Définition 49 (Addition +). Dans le plan 2D, le résultat de la somme des vecteurs v = (Zl) et
2

w ) v w v+ w
w = !] est le vecteur | =¥+ w) dont les coordonnées sont : |ir=| |+ ‘]=( 1" "] (cf.
wy (%) wy V) +wy

figure[12).
\

VAW |y =4

v
vy |-------- :
|
|
l l
A ‘lﬁ\ |
wy I-- A l
] | | I
L |

Ol 7 wWin v+ wy

Ficure 12 — Addition de deux vecteurs dans le plan 2D.

2.1.5.C Combinaisons linéaires

{ )
Définition 50 (Combinaisons linéaires). Etant donnés m vecteurs (ayant chacun 2 coordonnées),
notés 17] avec j variant de 1 a m et m réels, notés Aj avec j variant de 1 a m, le vecteur

m
V=MV + AV + .o+ AUy = ZAji} est appelé combinaison linéaire (CL) des vecteurs v; et des
=1

réels Aj.
L J

© Exercice 17. Des CL : ¥ = 2v; — v5 + 373 est une combinaison linéaire de m = 3 vecteurs avec

173:(2)? 0

— — 1 — 1
les scalaires A} =2, A, = -1 et A3 = 3; quelles sont les coordonnées de v lorsque v} = (0), vy = ( 1) et

2.1.6 L’espace vectoriel R?

{ )
V1
V2
née v, dans le repére (0,7,7) forme I’espace (ensemble) de vecteurs R? :

N v
R2 = {v = (v;)/v1 eR,v, € ]R}.

Définition 51 (Espace des vecteurs R?). L'ensemble des vecteurs 7 = ( ) d’abscisse vy et d’'ordon-

16
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Définition 52 (Espace vectoriel (RZ,IR, +,-)). Lespace de vecteurs R2, muni de 'addition entre
vecteurs et du produit externe entre un réel et un vecteur définis précédemment, définit I’espace
vectoriel noté (IRz, R, +,-).

s )
Théoréme 53 (Stabilité de R?). Dans Uespace vectoriel (R, R,+,.), toute combinaison linéaire de
vecteurs de I'espace est un vecteur de l'espace : on dit que l'espace est stable pour Uaddition et la multipli-

cation.
\_ J

Remarque : R? est un espace a 2 dimensions (2 coordonnées par vecteurs, 2 directions 7et 7 pour
décrire un vecteur).

2.1.7 Droites dans R?
{ )
Définition 54 (Equations de droite dans R?). Dans R?, la droite passant par un point D et de

. , . x a .
vecteur directeur i est ’ensemble de points M = (y) du plan dont les coordonnées sont contraintes

par une relation. Cette relation est soit :

* une équation cartésienne de la forme : ax + by + ¢ = 0 avec g, b, et c trois coefficients réels et
5

b B B Ao .
i= (—a)' Cette écriture généralise les deux expressions de la forme y =ax+bet x =c.

T
* une équation paramétrique de la forme DM = Xii avec A un réel associé de maniére unique
axety.

© Exercice 18. Equation de droite :  donner l'équation de la droite passant par le point A et de
vecteur directeur if avec

B (j)err-( ) B[] o= ] B ())e()

2.1.8 Produit scalaire dans R?

Rappel : Projection orthogonale d’un vecteur AC sur AB

A H B
Ficure 13 — Produit scalaire de deux vecteurs par projection orthogonale.

Le projeté orthogonal de C sur (AB) est H (cf. figure . Il définit le produit scalaire de AC et AB,
noté <A_C>, zﬁ>, par la relation : [(A—C), zﬁ> = AH.AB=AC.AB. cos(@)} avec :

+ AH (resp. AB) la distance algébrique (signée) entre A et H (resp. B)
e AC (resp. AB) la distance géométrique (non signée) entre A et C (resp. B)

* 0, l’angle entre les vecteurs AB et AC

Le produit scalaire de deux vecteurs <R, A_B)> = AC.AB.cos(0) est un nombre réel, mesurant a la fois
@ l'alignement de deux vecteurs et @ I’angle qui les séparent (cf. figure[T4).

17
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Il s’interprete dans les cas suivants de la sorte :
1. Si AC et AB sont colinéaires avec C et B du "méme coté" de A alors 6 = 0 et <A—C), zﬁ> =AC.AB est
une quantité positive (alignement).

2. Si Kg et Aﬁ sont colinéaires avec C et B chacun d’un coté de A alors 6 = 7 et <X€, EE) =-AC.AB
(alignement opposé).

3. Si A_C> et zﬁ sont orthogonaux alors 0 = % et <A—C>,A—B>> =0.

C
(cas n° 3)

C A C B
(cas n° 2) (casn®1)

FiGure 14 — Cas limites du produit scalaire

r 2
Définition 55 (Produit scalaire canonique dans R?). Dans R? muni de son repére orthonormé

. i u v e ,
(0,3,7), le produit scalaire de deux vecteurs i = (ul) et v = (vl) définis par leurs coordonnées (@
2 2

2
abscisses u; et v, et @ ordonnées u; et v,) peut se calculer avec : | (i, 7) = E U;v; = ugvy + upvy | 11
i=1

est alors appelé produit scalaire canonique.

\ J

{ )
Définition 56 (Vecteurs orthogonaux). Deux vecteurs if et ¥’ sont orthogonaux lorsque (i, v') = 0.

\ J

© Exercice 19. Parmi les vecteurs suivants, dire lesquels sont orthogonaux :

R R T

Définition 57 (Vecteur normal). Si i est orthogonal aux vecteurs directeurs d’une droite, on dit
qu’il est normal a cette droite.

© Exercice 20. Equation de droite :  donner l'équation de la droite passant par le point A et de
vecteur normal i avec

B (o (0 Ba(er() B () (3]

2.1.9 Norme dans R?

Le produit scalaire de deux vecteurs <Aw6, A§> = AC.AB.cos(0) permet également de mesurer la lon-
gueur d’un vecteur :

18
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—> —>

Démonstration. Lorsque C = B avec donc un angle 6 = 0, on obtient : < B, B> = AB.AB = AB?, donc
AB = (E’,E’). O

Définition 58 (Norme). La norme d’un vecteur ¥, notée ||7||, mesurant sa longueur L, (autrement
dit la distance non signée entre ses deux extrémités), se définit a partir du produit scalaire par :

(L, = 11911 = V7. 5

A Remarque : De tout vecteur ¥ non nul peut étre déduit un vecteur unitaire i (c’est a dire de

R T
longueur 1) en prenant : ' = — - v.

11

( )

Théoréme 59 (Norme associée au produit scalaire canonique). Pour un vecteur v’ = (vl) défini par
2

ses coordonnées dans le repére orthonormé (0,1,7), la norme de v (basée sur le produit scalaire canonique)

se calcule avec :

( \

Définition 60 (Espace vectoriel euclidien). L'espace vectoriel R?> muni du produit scalaire cano-
nique (et de sa norme) est un espace vectoriel euclidien.

\

© Exercice 21. Equations de droite :
Dans le repére (0,7,7),

@ Tracer puis donner un vecteur directeur de la droite D d’équation cartésienne 2x + 3y +5 = 0.

3

@ Soient le point A = ( _4

) et le vecteur i/ = ( ) Déterminer l'équation cartésienne des droites

suivantes :
@ D, : droite paralléle a D; et passant par A

® Dj; : droite passant par A et de vecteur directeur i/

® D, : droite passant par A et orthogonale a la direction i7.

Correction :

1. Droitedelaforme a4 x+ b y+ ¢ =0 doncde vecteur directeur if = ( b ) = (_32) (@ for-

~—— ~—— ~—— -
2 3 5
mule de cours).

2. D,, parce que paralléle a Dy, a le méme vecteur directeur il = (_32) que D;. Puisqu’elle passe par A,

x+2

D, est I'ensemble des points M = (;C) tel que AM = Aif avec ) un réel. Or AM = (}1 _3

) (@ calcul

d’un vecteur a partir de ses coordonnées), donc :
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messe ()

y-3 -2 -2A
o x+2=3A
y-3=-21
x=31-2 . I . N .
o (Equation paramétrique de la droite de parameétre A réel)
y=-21+3
x=31-2
o P 3 3-y (Parametre A en fonction de x et p)
T2 2

En remplagant A par son expression dans la premiére équation, on obtient I’équation cartésienne
33—
de la droite : x = .Ty—2®2x+4:9—3y© 2x+3y-5=0

3. Dj est I'ensemble des points M = (;) tels que AM = Aif avec A un parametre réel.

eV IR x+2y . [1
AM =\l & (y—3)_/1(—4)
o x=A-2=>1=x+2
y=—41+3

Donc en utilisant la 24¢ équation, y = —4(x + 2) + 3 & | 4x+y+5=0

4. Dy est I'ensemble des points M = (;) tel que <m, LT> = 0. Or AM = (;ig) donc <ATVf, L7> =(x+
2).1+ (v —3).(—4), ce qui aboutit a I'’équation de la droite: [ x -4y +14 =10 |

© Exercice 22. Propriété du triangle : Dans R2, on consideére les points A = 0 ,B= 0 etC= ! .
0 2 2

— — — 2—>
On construit ensuite les points I et | tels que Al =2AB et A] = gAC.

@ Tracer le triangle ABC et positionner les points I et J.
@ Donner les coordonnées de I et de J.

® Donner les longueurs Al et A].

@ Déterminer l'équation cartésienne de la droite (I]).

® Démontrer que la droite (I]) passe par le milieu du segment [BC].

O
2.2 Eléments de géométrie 3D
2.2.1 L’espace vectoriel R3
s 2
Vi
Définition 61 (L'espace vectoriel R?). L'ensemble des vecteurs ¥’ = | v, [ avec vy, v,,v5 trois nombres
V3

réels forme I'espace vectoriel noté R3. ¥’ s’interpréte comme un déplacement de O vers un point
-
M dont les coordonnées dans le repére cartésien orthonormé (0,77 k) sont : v; pour abscisse, v,

20
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S =
pour ordonnée et v3 pour altitude, avec : | OM =¥ = v 7+ v,7+ v3k | ¥ se décrit toujours comme

une direction, un sens et une longueur. (cf. figure|15).

altitude

V3 ~
AN ~
K
]
> ~<
1
U1
abscisse

Y

s J ordonnée

FiGure 15 — L'espace 3D.

A Remarque : R? définit 'espace 3D, donc un espace de dimension 3 : 3 coordonnées/3 directions
par vecteur pour décrire un déplacement. T.60

Cas particulier

0 1 0 R 0
6:0;?:0;?: 1{;k=|0
0 0 0 1
s “
Up V1
Théoréme 62 (Egalité de deux vecteurs). Deux vecteurs it = | u, | et V' =|v, | de R3 sont égaux
us V3

uy =vy (égalité des abscisses)
&= leurs coordonnées sont égales : ¢ u, =v, (égalité des ordonnées)
us =vs (égalité des altitudes)

< leur direction, leur sens et leur longueur sont égaux.

\ J
T61
2.2.2 Opérations vectorielles dans R>
s 2
V1 w1
Définition 63 (Addition "+"). Pour deux vecteurs 7' =|v, | et W =|w, | de R3, le vecteur somme est
V3 w3
v t+wy
U=U+wW= V) + Wy
V3 + w3
L J
4 )
V1
Définition 64 (Produit externe "-"). Pour un vecteur ¥'= v, | de R3 et A un nombre réel, m
V3
/\7)1
est un vecteur colinéaire a ' de coordonnées | i = | Av; [ | (de méme direction mais de longueur et
/\1/3
de sens modifié par 1).
. J
T62
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{ )
Définition 65 (Combinaisons linéaires). Etant donnés @ m vecteurs (ayant chacun 3 coordon-
nées), notés 17} avec j variant de 1 a m, et @ m réels, notés A; avec j variant de 1 a m, le vecteur

m
V=MV + AV 4.+ AUy = ZA]@ est appelé combinaison linéaire (CL) des vecteurs v; et des
=1

réels Aj.

© Exercice 23. Une CL :  Quel est le vecteur résultat de la combinaison linéaire 27, — v + 373 avec

1 -1 0
771 =11 ) —)2 =11 et 173 =11]? O
0 1 -1
T63
2.2.3 Produit scalaire et norme dans R?
r 2
U1 V1
Définition 66 (Produit scalaire canonique). Soient deux vecteurs i = |u, | et ¥ = | v, | définis par
us s
leurs coordonnées dans le repére orthonormé (O,T,’]_f?). Soient L, et L, leurs longueurs respectives
et 0 I'angle qui les sépare. On définit :
¢ le produit scalaire canonique de i et ¥ par :
3
(it,7)y =L,L,cos(0) = Zuivi = U vy + UpVy + U3V3 |; ce nombre mesure ’alignement de i/ et
i=1
v.
3
* la norme associée par : ||77|| =L, =\(¥,V) = va =v? +v3 +v3 |; ce nombre mesure la
i=1
longueur de 7.
. J
T64

2.2.4 Exercices

1
© Exercice 24. Calculs de produit scalaire et de norme :  On considére les vecteurs i = | 2|,
0
3 0
7=|0|, @ =]5|. Calculer, a l'aide du produit scalaire canonique dans R3, (i1, V), (v, W), (W, ir), LT’ k 17| k
4 6
||u7 , L7+17| , 1Z’+u7”.
O
1
© Exercice 25. :  Dans l'espace R3, montrer que le triangle ayant pour sommets A = | V2|, B =
1
-1 _\fz
—V2|,C=| 0 |estrectangleisocéle.
-1 \/E
Correction :

¢ Le triangle est isocéle si deux de ces cbtés sont de longueur égale. Or :

— 2
— ||AB“ :X2—>+}}2—>+22—>:16,
AB AB AB
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—_ 2
—_— ||AC“ :X2—>+y2—>+22—> =8
AC AC AC
—>12
— et ”BCH = x2_>+y2_>+22_. =8.
BC BC BC
Donc le triangle est isocéle de sommet C. S’il est rectangle, il le sera également de sommet C.

e Puisque <5K, 5§> =XGAXCE Y VEAVEL T 2CAZCE = 0, le triangle est rectangle en C.

T.65

2.3 Généralisation a lanD
2.3.1 Principe de la généralisation

On peut facilement généraliser les vecteurs de la 2D et de la 3D a lanD : un vecteur ¥ est un n-uplet
U1
V2
ordonné de n coordonnées | . |ou les v; sont des nombres réels.

vn
Se généralisent aussi I’addition, la multiplication externe et la dimension. Ces opérations servent a
former l'espace vectoriel (R", R, +,-).
Se généralisent enfin le produit scalaire (mesure d’alignement) et la norme (mesure de distance) qui
font de R" un espace vectoriel euclidien. T.66

2.3.2 Notion de nD

Les principes de la généralisation a la nD sont donnés table 2} T.67

2.3.3 Quelques interprétations de nD

Des exemples simples
Un vecteur nD est donc la donnée de n informations numériques ordonnées, repérées en composantes.

e n=4:espace spatio-temporel avec abscisse, ordonnée, altitude et temps.
* n=3:espace des couleurs avec leur niveau de rouge, vert, bleu.

e n=2:les 2 coefficients (ag,a;) d'un polynome de la forme ay + a1 X.

Domaines d’application
¢ (Télé)communications (modulation/démodulation) : se repérer sur les porteuses
* Big Data : croiser des données en groupe d’intérét

* Statistiques : par ex. profil moyen d’un étudiant validant son BUT
T.68

2.4 Combinaison linéaire : en route vers les matrices
m
Les CL Z/\jﬁ} impliquent une famille de m vecteurs (ordonnés par l'indice j), chacun défini par n
j=1

coordonnées :
vl,l Vl’z 'l/l’m abscisse
S Y2 I L | vam ordonnée
V= ., V2= L e Uy =
vn,l vn,Z Vn,m

Cette famille peut se manipuler par le biais d’un tableau appelé matrice dont les m colonnes sont
les n coordonnées des m vecteurs :
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En 2D EnnD (n>1)
y | espace vectoriel (R%R, +,°) (R™R,+,-)
S 31 V1
03
5 |u S5 (v I V) R )
Vecteurs =1 , U= ! U= , U=
Uj V2
v?’l vn
Scalaire AelR AeR
uy 71 u; +v
u v Uy +v U %) Up +7v)
2 Addition Hel = + 1= .
.8 U, 1%) Uy + vy
(o]
\i& Uy, v, U, +v,
O (%] /\'Ul
v Av v Av,
Multiplication A= ! A- =| .
%) /\7/2 :
vy Av,
m
CL de m vecteurs /\]47}-
j=1
231 V1 u; =1
, . u v U =v Uj U3 Uy =7V
Egalité H=l"e = = S 2702
Uj V2 Uy =7
Uy, Uy Uy =TVy
2 n
& | Produit scalaire | (i,v)) = L,L,cos(0) = Zuivi (it,Vy = L,L,cos(0) = ) u;v;
g im1 im1
[<F]
ED 2 n
o 7 _ 2 7 _ 2
2 Nome [ L=\ Y ] ==Y
i=1 =1

T.69

TaBLE 2 — Généralisation a la nD

— — —
41 V2 Um
Vi,1 V1,2 --- Vim
V2,1 Vz’z e U2m
A=
vn,l Vn,z oo vn,m
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3 Matrices

3.1 Algebre des matrices
3.1.1 Deéfinitions

( )
Définition 67 (Matrice a n lignes et m colonnes). Une matrice A de n lignes et m colonnes est
définie par n x m coefficients, réels ou complexes, identifiés par deux indices (dits de ligne et de
colonne) rangé dans un “tableau” : le coefficient a; ; désigne le coefficient de A a la i*™ ligne et la
jeme colonne. La matrice A peut alors étre représentée par :

colonne j
m !
]
a1 aip - (11’]‘: al,m
|
aq, a4z ... ﬂz’j: e Aoy =
!
|
: ligne i
A= N i
a1 ai» aij A m
ay1 4u2 --- lln,]' cee Apm
\ J

A Remarques :

* De facon plus compacte, la matrice A est notée: A = (ai j) , .
7 1<i<n,1<j<m
* Les pointillés traduisent une suite logique dans les coefficients et leurs indices.

* En algebre linéaire, chaque colonne de la matrice représente les n coordonnées d’un vecteur.

1 2 3 4
5 6 7 8
avec 8 coefficients : a1 =1,a1,=2,a13=3,a14=4,a51=5,a3,=6,a,3=7etay,=38.

Dans un contexte d’algebre linéaire, A désigne la famille de 4 vecteurs du plan 2D, donnés par leurs

. _> Ny - 2\ 5 (3 NNE
coordonnées : v} = s) V2= \g) 3=, )etva=]g)

Bien que les coefficients des matrices puissent étre complexes, on se limitera dans le cadre de ce
cours aux coefficients réels.
A Remarque : U'ensemble des matrices de 1 lignes et m colonnes a coefficients réels est noté M,,,,(R).

Exemple 68 (Une matrice). A = ( ) est une matrice ayant n = 2 lignes et m = 4 colonnes donc

( )
Définition 69 (Matrice nulle). Une matrice nulle est une matrice dont tous les coefficients sont
nuls. On la note O, lorsqu’elle a n lignes et m colonnes :

m

-

0..0

Ousm = : c n
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3.1.2 Quelques matrices particuliéres

3.1.2.A Matrices carrées

s )
Définition 70 (Matrice carrée). Une matrice carrée est une matrice ayant autant de lignes que de
colonnes (autrement dit #n = m). On dit qu’elle est de taille n.

diagonale

Elle posséde une diagonale formée par les coefficients a;; avec i variant de 1 & n (c’est a dire
ceux ayant le méme indice de ligne que de colonne).

J

A Remarque : L'ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients réels est M,,,,(IR), noté
également (pour simplifier) M, (R).

3.1.2.B Matrices diagonales

r 3\
Définition 71 (Matrice diagonale). Une matrice diagonale A est une matrice carrée de taille n
dont tous les coefficients a; ; sont nuls, sauf ceux de la diagonale (les a;; avec i variant de 1 a n).
Elle prend la forme :

a1 0 0
A= 0 aj o :
: . .0

0 0 Ayn

I A = (a;,j)1<ij<n est diagonale &= Vi = j,a;; =0

3.1.2.C Matrices identités

4 )
Définition 72 (Matrice identité). La matrice identité de taille n est une matrice carrée diagonale
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1. On la note :

1 0 --- 0
I, = 0 1
0
0 0 1
- .. . 0 sii#j
A= (ai’j)lsi’jsn est la matrice identité < ajj = 1 sii=j
L J
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3.1.2.D Matrices triangulaires

4 )
Définition 73 (Matrices triangulaires supérieures). On appelle matrice triangulaire supérieure
une matrice carrée A dont tous les coefficients a; ; tels que i > j (donc en dessous de la diagonale)
sont nuls, soit :

mA= (aij)1<i,j<n est triangulaire supérieure < a; ; =0sii>j

( '
Définition 74 (Matrices triangulaires inférieures). On appelle matrice triangulaire inférieure une
matrice carrée A dont tous les coefficients a; ; tels que i < j (donc au dessus de la diagonale) sont nuls,
soit :

an,l an,nfl an,n

mMA= (ai,j)1<i,j<n est triangulaire inférieur & 4a; ; = 0sii<j
. J

A Remarque : Une matrice diagonale est a la fois triangulaire supérieure et triangulaire inférieure.

3.1.2.E Vecteurs

( '
Définitions 75 (Vecteur ligne et vecteur colonne). On appelle :

e vecteur ligne : une matrice possédant une seule ligne (n = 1) et plusieurs (m) colonnes, soit :

A= (al,l ul,m)
e vecteur colonne : une matrice possédant plusieurs (n) lignes et une seule colonne (m = 1),
41,1
soit: A =
an,l
\ J
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3.1.2.F Matrices symétriques

{ )
Définition 76 (Matrice carrée symétrique). Une matrice carrée A est symétrique si ses coefficients
vérifient a; ; = a;; pour tout i et j :

M A = (4 j)1<ij<n est symétrique lorsque V1 <i,j <n,a; ; = a;;

3.1.2.G Matrices antiymétriques

{ )
Définition 77 (Matrice carrée antisymétrique). Une matrice carrée A est antisymétrique si ses
coefficients vérifient a; ; = —a; ; pour tout i et j :

.

N
-1 0

I A = (aj)1<i j<n est antisymétrique lorsque V1 <i,j <n,a;; = —-a;;

n—1,n

Exemple 78 (Des exemples des matrices).

1 2 1 2 1 00
Matrice A= (O 3) B=]0 3||/C=|0 2 0
-1 0 0 0 O
Dimension 2x2 3x2 3x3
Carrée 4 X 4
Diagonale X X v/
Triang. supérieure 4 X v
Triang. inférieure X X 4
Symétrique X X v/

3.1.3 Opération sur les matrices

3.1.3.A Egalité de deux matrices

Théoréme 79 (Egalité de matrices). Soient A = (aj ;) et B = (b; ;) deux matrices de taille nx m. Alors
A = B si et seulement si, pour tous indices i et j, a; ; = bj ;.

28



Ressource R213

Exemple 80 (Egalité de matrices).

AN

b 1 2
.(c d)_(3 4)<:>a_1etb_2etc_3etd_4

a b
. (c d)—02<:>a—b—c—d—0

3.1.3.B Transposition de matrices

{ )
Définition 81 (Transposée d’'une matrice). Soit une matrice
a1 41,2t Am
a1 dzp o Aym . } 3 T .
A=(a;;)=| . . . .~ | de taille n x m. La transposée de A, notée A", est la matrice de
i,j
An1  Ap2 0 Apm
a1 41 o Al
. o T a1, 422 ot Ay
taille m x n définie par: A" = (a;;) = ) )
Alm A2m 0 Apm
J

A Remarque : La transposition transforme les colonnes d'une matrice A en lignes de AT ; elle trans-
forme donc un vecteur colonne en vecteur ligne (et réciproquement).

1 1 0 -5
2 -3 -1 =2

© Exercice 26. :  Calculer la transposéede A=|-1 -2 2 1
-2 -6 1 -3
1 5 3 2
1 -3 2 -3
1 -1 1 1
Correction:AT=l0 -2 -2 5
-5 -1 -6 3
2 =2 1 2
O
3.1.3.C Addition
{ \
Définition 82 (Addition de deux matrices). Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) deux matrices de taille
nxm. La somme de A et B est la matrice de taille nx m :
a1 +byy o aymtbym
A+B:(ai,]-+bi,]-): . .
ap1t+ bn,l o Ayt bn,m
\ J

A Remarque : I'addition matricielle généralise ’addition vectorielle en travaillant colonne par co-
lonne.

1 2 1 2 1+1 2+2 2 4
Exemple 83. LasommedeA_(3 4)etB_(_1 _2)est.A+B_(3_1 4_2)_(2 2)
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3.1.3.D Multiplication par un scalaire

{ )
Définition 84 (Multiplication (externe) d’'une matrice par un scalaire). Soient A = (4, ;) une matrice
de taille nx m et A un réel ou un complexe. Le produit externe de A par A est la matrice B de taille

n x m valant

/\(11’1 /\al,m
B=A-A=(Aa;;) =

Aayr - Adg,

A Remarques :
* Ce produit est une généralisation du produit externe vectoriel

* L'ensemble des matrices M,;,,(R) muni de I'addition et de la multiplication externe ainsi définies
forment un espace vectoriel.

1 2 . 2x1 2x2 2 4
Exemple 85. PourA—(3 4)et/\—Z,onobtlentZ-A_(2><3 2><4)_(6 8)

© Exercice 27. Factoriser les matrices suivantes :

23 24 2 1
A_(25 28)etB_A+4x(_1 o)‘ 0

© Exercice 28. Transposition :  Soit A une matrice carrée de taille n. Montrer que A + AT est une
matrice symétrique et que A —AT est une matrice antisymétrique. On pourra illustrer la démonstration

1 2 3
avec la matriceA=14 5 6]|. ]
7 8 9

3.1.3.E Produit d’'une matrice et d’un vecteur

( A
Définition 86 (Multiplication d’une matrice et d’un vecteur). Soient A = (4; ;) une matrice de taille

nxm et U = (u;) un vecteur colonne de m lignes. Le produit de A par le vecteur U, noté ou

, est le vecteur colonne V = (v;) de n lignes dont les coefficients pour tout indice de ligne i

. (cf. illustration donnée figure|16|.

Remarques :

* Le produit n'existe que si les dimensions de A et de U concordent : il faut que le nombre de
colonnes de A soit égal au nombre de lignes de U

* Le produit entre une matrice et un vecteur a un sens d’écriture : UA n’existe pas (toujours)

Exemple 87 (Produit entre une matrice et un vecteur). Le produit entre la matrice A = (}1 é 2) (de

1
taille 2x3) et le vecteur U = | —1 | (de taille 3x 1) est le vecteur V de taille 2x 1 dont les coefficients sont :
0
3
* V= ZLILPMP =aj Uy tajpuyta;3zus = 1.1+ 2(—1) +3.0=-1
p=1
3
* vy = apply = Ay Uy +ayouy+aszuz =4.1+5.(-1)+6.0=-1
p=1
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U : m lignes, 1 colonne U : m lignes, 1 colonne
IR _ 1t
*h w
ay . az,\>< .
7 — .
ot u o blu
_mp X2 2 ¥ 2
x x
X o
’/ A XUy 4 Uy az,mxu"‘ - Uy
/ ’/ / / -
| /
1 v 4 ’/ /
a1 M2 - Aum vy ﬂq,l “1‘!,2 al‘,’m vy
v v v
a1 A4z a,m 12 a1 A az,m vy
A1 An2 An,m Un An1  An2 An,m Vn
A : 11 lignes, m colonnes ‘ V =AxU : nlignes, 1 colonne ‘ A 1 lignes, m colonnes ‘ V =AxU :nlignes, 1 colonne ‘
Calcul de v; Calcul de v,
U :m lignes, 1 colonne
_———1 "
RS - -
e
o  Hw
W
1510
x
= .
+\\n\ 2
aa®
/
/
ﬂl,l/’ ay // s Aym v
/ /
azi ﬂz,/z az,m vy
| [ /
| [
| /
] !
i i 1 N
An1  An2 Anm > vn
‘ V =AxU :nlignes, 1 colonne

Ficure 16 — Illustration du calcul du produit d’'une matrice avec un vecteur

Donc V =

Calcul de v,

etc...
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Ecriture matricielle d’une combinaison linéaire
Soient m de vecteurs vy,v5, ..., ¥, ayant chacun n coordonnées (notées v ; pour le vecteur V) et m réels

A;. La combinaison linéaire V= Zz\ji}
o1

vecteur colonne avec :

V1,1 V1,2
V2,1 V22

vn,l vn,Z

32
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Ecriture matricielle d’un produit scalaire

Uy V1
— — Us vy

Soient 2 vecteurs i et v définis par leurs coordonnées U =| ., | et V =] . |. Alors le produit scalaire
u?’l VVI

n
canonique de i et ¥"se calcule avec : | (i, V) = E u;v; =UTV |ou T désigne l'opération de transposition.

i=1

A Remarque : Le résultat de UTV est factuellement une matrice ne contenant qu’un terme; par
souci de simplicité, il est vu comme un nombre réel (ici le résultat du produit scalaire).

Ecriture matricielle de la norme
V1

V2
Soit un vecteur v’ défini par ses coordonnées V =| . |. Alors la norme de ¥ (associée au produit scalaire

vn
n
canonique) se calcule avec : @17” = J(TV) =4 va = \/VT‘a ou T désigne l'opération de transposi-
i=1

tion.

3.1.3.F Produit de deux matrices

( )
Définition 88 (Multiplication de deux matrices). Soient A = (4; ;) une matrice de taille n x m et

B = (bj x) une matrice de taille m x q. Alors le produit de A et B, noté ou , est la matrice

’

C = (cj k) de n lignes et g colonnes telle que pour tout indice de ligne in et tout indice de colonne

k: . (cf illustration de la figure|17).
. J
1 2 3 1 2 3
Exemple 89 (Produitde A=|-1 0 1|parB=|4 5 6|). Les coefficients du produit se calculent
4 5 6 7 8 9

comme suit (cf. figure [I8| pour une illustration graphique).
0c; 1 =1x1+2x4+3x7=30 0C1p)=1x2+2x5+3%x8=36
° =1%x3+2x6+3x9=42 0c)=(-1)x1+0x4+1x7=6
0, =(-1)x2+0x5+1x8=6 ec,3=(-1)x3+0x6+1x9=6
0c3 =4x1+5x4+6%x7=066 ©(3,=4x2+5x5+6x8 =281
0033=4x3+5x6+6%x9=96

© Exercice 29. Produit matriciel :

On considére les matrices A = (:; ?))’ B = (_31) et C = (8 _01 _02). Calculer les produits AB, BA,

AC, CA, BC et CB, lorsqu’ils ont un sens. O

Correction :

* AB = (130) avec pour détail du calcul des coefficients :

— Coeffligne 1, colonne 1 : (-1)x(-1)+3x3 =10
— Coeff ligne 2, colonne 1 : (-3)x(-1)+0x3=3
-3 1 -6

’ AC:(—9 30

) avec pour détail du calcul des coefficients :
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’ B : m lignes, g colonnes

| b1~ b1 by
v
A he
+
Q«q/‘\ X \0,»%
+
W
¢ x /kmﬂ" bm 2 bm q
N \0*\\‘
+
»(\,
oV
ajy a2 a1ym 1] ¢1,2 Clq
(12’1 112,2 (le’m C2,1 Cz’z Cz,q
Ayl App e Apm 1 Cn2 cee Cnq
A : nlignes, m colonnes ‘ ’ C=AxB:nlignes, q colonnes

Ficure 17 — Méthode de calcul d’un produit de matrices.

x3+3x0=-3
(-1)+3x0=1
x0+3x(-2)=-6

— Coeff ligne 1, colonne 1 : )
) X
)
3)x3+0x0=-9
) %
)

1
— Coeff ligne 1, colonne 2 : (-1
1

(-
(-
— Coeff ligne 1, colonne 3 : (—
— Coeff ligne 2, colonne 1 : (—

(-

— Coeff ligne 2, colonne 2: (-3)x(-1)+0x0=3
— Coeff ligne 2, colonne 3: (-3)x0+0x(-2)=0

* BA impossible car le nombre de colonnes de B (valant 1) est différent du nombre de lignes de A
(valant 2)

* BC impossible car le nombre de colonnes de B (valant 1) est différent du nombre de lignes de C
(valant 3)

* CA impossible car le nombre de colonnes de C (valant 3) est différent du nombre de lignes de A
(valant 2)

e CB impossible car le nombre de colonnes de C (valant 3) est différent du nombre de lignes de B
(valant 1)

© Exercice 30. Commutativité :

2 20 1 2 2
SoientA=|-1 3 2|, etB=|-1 -3 1]. Calculer, aprés avoir justifié leur existence les matrices
1 1 2 0 -2 5

AB et BA. Qu’en déduisez-vous?

Correction :

1. A et B sont deux matrices carrées de méme taille, donc les produits AB et BA existent.
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1 2 3 1 2 3 1 2 8

4 5 6 4 5 6 4 5 6

7 8 9 7 8 9 7 8 9
1 (2 (3 €11 ! 12 1 2 | il 1 | 2 | 1 azla
-1 0 1 €21 e -1 0 €21 €2 3 -1 0 €21 c
4 5 6 6,1 €32 €33 4 5 €31 G2 €33 4 5 €1 G2 €

Calcul de ¢y ; Calcul de ¢y, Calcul de ¢y 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 5 6 4 5 6 4 5 6

7 8 9 7 8 9 7 8 9
1 2 3 ‘L1 | 2 1 2 1| L2 | 1 2 L1 €2 | G
-1 0 1 Gl ¢ =l 0 €21 €21 (23 = 0 €1 €22 (€23
4 5 6 61 G2 633 4 5 61 G2 C33 4 5 61 G2 G33

Calcul de ¢, ¢ Calcul de ¢, Calcul de ¢, 3
(]

1,2 3 12,3 123

4 5 6 4 5 6 4 5 6

7 8 9 7 8 9 7 8 9
1 2 3 ‘L1 | 12 1 2 L1 | 12 1 2 L1 C2 |«
-1 0 1 AN €23 -1 0 €21 | 20| 23 -1 0 €21 22| 23
4 (5 (6 €1} G2 33 4 (5 €31 16321633 4 |5 €1 6321633

Calcul de ¢3;

Calcul de ¢3),

Calcul de 53

Ficure 18 — Le produit matriciel a travers un exemple

0 -2 6
2. AB=|-4 -15 11 |avec pour détail du calcul des coefficients :
0 -5 13

e Coeffligne 1,colonne1:2x1+2x(-1)+0x0=0

e Coeff ligne 1, colonne 2:2x2+2x(-3)+0x(-2)=-2

e Coeffligne 1,colonne3:2x2+2x1+0x5=6

e Coeff ligne 2, colonne 1: (-1)x1+3x(-1)+2x0=-4

e Coeff ligne 2, colonne 2: (-1)x 2+ 3 x(=3)+2x(-2)=-15
e Coeff ligne 2, colonne 3:(-1)x2+3x1+2x5=11

e Coeff ligne 3,colonne 1:1x1+1x(-1)+2x0=0

e Coeffligne 3, colonne 2:1x2+1x(-3)+2x(-2)=-5

e Coeffligne 3,colonne 3:1x2+1x1+2x5=13

2 10 8
3. BA=|2 -10 -—4]avec pour détail du calcul des coefficients :
7 -1 6
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¢ Coeff ligne 1, colonne 1 :
e Coeff ligne 1, colonne 2 :
e Coeff ligne 1, colonne 3:

e Coeff ligne 2, colonne 1 :
¢ Coeff ligne 2, colonne 2 :
¢ Coeff ligne 2, colonne 3:

e Coeff ligne 3, colonne 1:
e Coeff ligne 3, colonne 2:
e Coeff ligne 3, colonne 3:

4. Donc AB = BA.

1x2+42x(-1)+2x1=2
1x2+2x3+2x1=10
1x0+2x2+2%x2=8
(-1)x2+(-3)x(-1)+1x1=2
(-1)x2+(-3)x3+1x1=-10
(-1)x0+(-3)x2+1x2=-4
O0x2+(=2)x(-1)+5x1=7
0x2+(-2)x3+5x1=-1
O0x0+(-2)x2+5x2=6

5. On en déduit que le produit de deux matrices carrées quelconques n’est pas commutatif.
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© Exercice 31. Produit matriciel :

1 0 3 -2 3
SoientA=|-1 -3 2,3:(_01 "02 i)etC: 3 1)
0 1 2 12

@ Calculer, lorsque cela est possible, les produits suivants : AB, BA, AC, CA, BC, CB.

@ Calculer, aprés avoir justifié leur existence, les matrices suivantes : A + 2CB, A(CB), (AC)B,
C(BA?).

Correction :
@ Calcul des produits :

* AB impossible car le nombre de colonnes de A (valant 3) est différent du nombre de lignes de B

(valant 3)
1 9
e AC=|-9 -10|avec pour détail du calcul des coefficients :
5 5

— Coeffligne 1, colonne 1:1x(-2)+0x3+3x1=1

— Coeffligne 1,colonne 2:1x3+0x1+3x2=9

— Coeff ligne 2, colonne 1: (1) x (-2)+(-3)x3+(-2)x1=-9
— Coeff ligne 2, colonne 2: (=1)x 3+ (-3)x1+(-2)x2=-10
— Coeff ligne 3, colonne 1: 0x (-2)+1x3+2x1=5

— Coeffligne 3,colonne 2:0x3+1x1+2x2=5

* BA = (_21 Z _1) avec pour détail du calcul des coefficients :
— Coeffligne 1, colonne 1:0x1+(-2)x(-1)+1x0=2
— Coeffligne 1, colonne 2: 0x 0+ (-2)x(-3)+1x1=7
— Coeffligne 1, colonne 3: 0x3+(-2)x(-2)+1x2=6
— Coeffligne 2, colonne 1:(-1)x1+0x(-1)+1x0=-1
— Coeff ligne 2, colonne 2: (-1)x0+0x (-3)+1x1=1
— Coeffligne 2, colonne 3: (-1)x3+0x(-2)+1x2=-1

-5
3
— Coeffligne 1, colonne 1 : 0x (-2)+(-2)x3+1x1=-5
— Coeffligne 1, colonne 2: 0x3+(-2)x1+1x2=0

— Coeffligne 2, colonne 1: (-1)x(-2)+0x3+1x1=3

— Coeffligne 2, colonne 2: (-1)x3+0x1+1x2=-1

e BC= ( _01) avec pour détail du calcul des coefficients :

* CA impossible car le nombre de colonnes de C (valant 2) est différent du nombre de lignes de A
(valant 3)

-3 4 1
* CB= [—1 -6 4] avec pour détail du calcul des coefficients :
-2 -2 3

— Coeffligne 1, colonne 1: (-2)x0+3x(-1)=-3

— Coeff ligne 1, colonne 2: (=2)x(-2)+3x0=4

— Coeffligne 1, colonne 3:(-2)x1+3x1=1

— Coeff ligne 2, colonne 1:3x0+1x(-1)=-1

— Coeff ligne 2, colonne 2:3x(-2)+1x0=-6

— Coeffligne 2, colonne 3:3x1+1x1=4

— Coeffligne 3, colonne 1 : 1 x0+2x(-1)=-2

— Coeffligne 3, colonne 2: 1 x(-2)+2x0=-2

— Coeffligne 3, colonne3:1x1+2x1=3
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@ Calcul des expressions :

-5 8 5
e A+2CB=|-3 -15 6] : ce résultat est obtenu en réutilisant le calcul de CB
-4 -3 8
-9 -2 10
* A(CB)=[10 18 -19|:cerésultatestobtenu en réutilisantle calcul de D = CB puis en faisant
-5 -10 10
le calcul AD
-9 -2 10
e (AC)B=|10 18 —19]:cerésultat est obtenu sans calcul car la multiplication est associative
-5 -10 10
donc (AC)B = ACB = A(CB) calculé a la question précédente
4 18 -29
« C(BA%)=|-17 -49 5 |[:cerésultat est obtenu en utilisant l'associativité de la multiplication
-9 -23 -10
1 3 9
C(BA?)=(CB)A%’.Comme A’=AA=|2 7 —1] il reste a réutiliser le produit CB et a calculer
-1 -1 2
-3 4 1 1 3 9
le dernier produit matriciel | -1 -6 4] x[ 2 7 —1].
-2 -2 3 -1 -1 2

O

0 d

par les parameétres réels g, b, c et d. Les trois questions suivantes sont indépendantes.

© Exercice 32. Matrice (DS UFA 2011) :  Soient A = (a Z) etB = (c (C)) deux matrices définies

@ Calculer AB puis BA. Donner toutes les valeur(s) de g, b, c et d pour lesquelles on a AB = BA?

@ Calculer (A + B)?, puis A% + 2AB + B?. Qu’en concluez-vous ? Pouvait-on s’attendre a ce résultat?

Correction :
e Par calcul du produit matriciel, on a AB = (ac;dbd zi) et BA = (22 acicbd)' Donc:
ac+bd =ac
AB=BA — LI:; z z; (égalité des 4 coefficients des 2 matrices)
ac =ac+bd

& ac+bd =ac
(suppression des équations inutiles (car toujours vraies ou redondantes))

— bd=0 (simplification)

<= b=0oud =0 (et a,c quelconque)

¢ En détaillant les étapes des calculs, on a successivement :

a+c b )

_A+B:( d a+c

a+c)’+bd  2b(a+c)
2d(a+c) (a+c)>+bd
des coefficients a, b, ¢ et d par commutativité de la multiplication chez les nombres réels)

— puis (A+B)>=(A+B)x(A+B) = (( (en réorganisant les produits

2
ac  2ab
—AZ:AxA:(O az)
2
2 | c 0
— B _BXB_(2cd cz)
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— puis A2+2AB+B? = (en facto-

a’+2ac+2bd +c®>  2ab+2bc (a+c)>+2bd 2b(a+c)
2ad + 2cd a2+2ac+c2) ( 2d(a+c) (a+c)?
risant les coefficients notamment avec l'identité remarquable (a + b)? = a® + 2ab + b? valable
chez les nombres réels).

Les deux matrices (A +B)? et A% + 2AB + B? différent notamment par leur coeff d’indice 2,2. Donc

elles ne sont pas égales. Ce résultat est lié au fait que la multiplication n‘est pas commutative

pour les matrices : on ne peut qu’écrire (A + B)> = A> + AB + BA + B>.

O
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3.1.3.G Puissances de matrices
's )
Définition 90 (Puissance entiére de matrice carrée de taille n). Soit A une matrice carrée de taille
n. On définit :
* A ala puissance 0 par : , ou I, est la matrice identité;
* A alapuissance 1 par: ;
* A ala puissance k avec k un entier naturel non nul, par
AF=AxAx---xA)
————
k fois
\ J
00 0 O
. , . . 1 0 0 0 2 A3 A4 e AN
© Exercice 33. Puissance d’une matrice : Soit A = 11 0 ol Calculer A<, A°, A® puis A" pour
1 1 1 0
n entier quelconque.
0 0 0O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
. 2 3 4 N : n
N = ) = ) = 2 N = .
Correction: A 100 0 A 00 0 0 A*=04etapartirden>4:A" =04 O
21 00 1 0 0 O
© Exercice 34. Matrices diagonales :  Soient D,, et A, les matrices n x n définies par : D, =
d 0 - 0 o0p 0 - 0
0 etA, = .
: . .0 P
0 - 0 d, 0 - 0 &,
@® Ces matrices sont-elles : carrée? triangulaire supérieure? triangulaire inférieure ? diagonale ? sy-
métrique?
@ Calculer, aprés avoir justifié leur existence et pour deux entiers n et k quelconques, les matrices :
2 3 pk 2 p3 pk 2 p3 pk
© D3, D3, D% ® D2, D3, D% ® D2, D}, DX
® Calculer, apreés avoir justifié leur existence, les matrices :
O DA, Ay D, ® D3A3,A3D;3 ®D,A,, A,D,
Qu’en déduisez-vous?
Correction :

1. Cette matrice est carrée, triangulaire supérieure, triangulaire inférieure, diagonale, symétrique

mais pas antisymétrique (saufsid; =---=d, = 0).
k
g0 - 0
2. Dﬁ = 0 (la démonstration pouvant étre faite par récurrence).
0
0 0 dk
dio; 0 0
0
3. D,A,=A,D, =
0
0 0 d,o,
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4. On en déduit que le produit de deux matrices diagonales est commutatif.

O
T.103
3.1.3.H Matrice inverse
~
Définition 91 (Matrice inverse). Soit A une matrice carrée de taille n. On dit que A est inversible
s’il existe une matrice appelée inverse et notée (carrée de taille n) telle que [AA'1 =AlTA=1T nJ.
J
~
[ Théoreme 92 (Unicité de I'inverse). L'inverse d’une matrice est unique.
J
T.104
© Exercice 35. Inverse d’une matrice 2 x 2 :
Soit A = (Z Z) une matrice 2 x 2 dont les coefficients a,b,c,d sont réels et tels que ad — bc = 0.
. S -1 1 d -b
Démontrer que la matrice inversede A est A~ = ——— .
ad—-bc\-c a
Correction : Indication : calculer AA™! et montrer que le résultat vaut I,. OJ
-3 5 6 0o 1 2
©ExercicE36. : |-1 2 2 |estellelinversede|[-1 3 0]? O
1 -1 -1 1 -2 1
1 0 0
Correction : En notant A la premiéere matrice et B la seconde, on calcule AB =|0 1 0] car (en dé-
0 0 1
| ——
I3
taillant le calcul des coefficients) :
e Coeffligne 1, colonne 1: (-3)x0+5x(-1)+6x1=1
e Coeff ligne 1, colonne 2 : (-3)x1+5x3+6x%x(-2)=0
e Coeff ligne 1, colonne 3: (-3)x2+5x0+6x1=0
* Coeff ligne 2, colonne 1 : (-1)x0+2x(-1)+2x1=0
e Coeffligne 2, colonne 2: (-1)x1+2x3+2x(-2)=1
e Coeff ligne 2, colonne 3: (-1)x2+2x0+2x1=0
e Coeff ligne 3, colonne 1: 1 x 0+ (-1)x(-1)+(-1)x1=0
e Coeff ligne 3, colonne 2: 1 x1+(-1)x3+(-1)x(-2)=0
e Coeff ligne 3, colonne 3: 1 x2+(-1)x0+(-1)x1=1
Donc comme AB =13, B est I'inverse de A (et réciproquement, A est I'inverse de B).
© Exercice 37. Inverse d’'une matrice diagonale : Soit A = (ai,j)1<i,j<n une matrice diagonale dont
1 1 1
les coefficients diagonaux a; ; sont non nuls. Montrer que A7l = diag(—, —,..., ).
a1 4.2 An,n
O
T.105
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© Exercice 38. Inverser une matrice sans (trop) de calcul :

-1 1 1
® SoitA=|1 -1 1 |.Montrer que A= 215 —A. En déduire que A est inversible et calculer AL
1 -1
@ Soit A une matrice telle que A3 — A = 4I3. En déduire que A est inversible et calculer A™!.
® SoitA = (; :2) Montrer que A% + A = 2I,. En déduire que A est inversible et calculer A7,

Correction : @ En retravaillant l’équation matricielle,
1
A?=21,-A E(A2+A) =1,

1
— A'[E (A +12)] =1, (en factorisant par A)

Donc il existe bien une matrice B telle que AB =1, avecici B = % (A+15).

1
Cela veut dire que A est inversible et que son inverse est| B = 5 (A+1,)|
O
T.106
3.1.4 Propriétés des opérations sur les matrices
3.1.4.A Propriétés de la multiplication matricielle
Théoréme 93 (Associativité de la multiplication matricielle). Soient A, B, C trois matrices. Alors
A(BC)=(AB)C)
La multiplication matricielle n’est pas commutative
AB n’est quasiment jamais égal a BA. Plus précisément :
e Si A € M,,,(R) et B € Mp,,(R), alors AB existe et appartient a M,,,(R), mais BA n’existe pas
(saufsin=gq)!!!
e Sin=gq, AB € M,;,(R) et BA € M,,,(R) mais les matrices sont de tailles différentes sin = p!!!
e Enfin, méme si n = p = ¢, le produit ne commute pas forcément!
T.107

3.1.4.B Propriétés de I’addition et de la multiplication externe

Soient A,B deux matrices de taille nx m, C et D deux matrices de taille m x q et A, y deux nombres
réels.
e 2
Théoréme 94 (Propriétés de I’addition et de la multiplication externe).

1. Commutativité de 'addition et de la multiplication externe :
® A+B=B+A
@ A1.A=A.)
2. Associativité de l'addition et de la multiplication externe :
® A+(B+C)=(A+B)+C.
@ A-(p-A)=(Axp)-A (ou x désigne la multiplication de deux nombres réels)
® A-(AB)=(A-A)B=A(A-B)

3. Distributivité de la multiplication sur I'addition :
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® A(C+D)=AC+AD
@ (A+B)C=AC+BC
® A-(A+B)=A-A+1-B
@ A+u)-A=1-A+pu-A

_ 1108
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. , a
© Exercice 39. Commutant :  Soient a et b des réels non nuls et A = (

0 Z) Trouver 'ensemble des

matrices B € M,(R) qui commutent avec A, c’est-a-dire telles que AB = BA.

Correction : On pose B = (; ﬁ) Alors :

0
AB=BA = [**7 by ap +,bb _ (e batap (On calcule les produits matriciels)
ay ao ay by+ad
aa +by =aa (Ly)
= ap +bo=ba+ap (L) (On égale les matrices)
ay =ay (L3)
ad =by+ad (Ly)
b)/ =0 (Ll) . cr I . . .
= { by =ba (L) (On simplifie et on élimine les lignes inutiles)
— a=y=0 (car b n’est pas nul)

O
© Exercice 40. Propriétés des opérations sur les matrices : Montrer que :
@ l'addition de matrices est une opération associative et commutative,
@ la mutliplication de matrices est une opération associative mais pas toujours commutative,
® la multiplication est distributive sur l'addition,
@ pour toute matrice A de taille nxp, AI, =1,A = A.
O

3.1.4.C Propriétés de la transposition

Théoréme 95 (Propriétés de la transposée). Soient A et B deux matrices de taille n x m et C une
matrice de taille m x p. Alors :

« (A+B)T =AT +BT
« (AC)T=cTAT

© Exercice 41. Démonstration autour de la transposition :
Soient A et B deux matrices. Soit A un nombre réel. Montrer que :

0 (1A)T =2AT ®(A+B) T =AT +BT ® (AB)T =BTAT

3.1.4.D Propriétés des matrices identités et des matrices nulles

Soient A une matrice de taille n x m, et ¢ un nombre entier.

Théoréme 96 (Propriétés des matrices identités).

o I est 'élément neutre de la multiplication : [, A=A et AI,, = A
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L * pour tout entier k, (I =1, J

s )
Théoréme 97 (Propriétés des matrices nulles).

e 0 est 'éléement neutre de l'addition : 0,,,,, +A =A+0,,,, =A
¢ oqan = qum et Aoqu = Onxq

* pour tout entier k > 0, 0, =0,.

T111
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3.1.4.E Propriétés de l'inversion matricielle

Théoréme 98 (Propriété). Soient A et B deux matrices carrées inversibles de méme taille. Alors
((aB)'=B"a"]

T112 A Remarque : Attention [(A +B)lzA14 B_lJ

© Exercice 42. Annulateur :  On considére les matrices A = et C =

W o =
=)

0 1
1 0
1 1

O = =

1
0
0

],B:

1 1 1

1 2 1 |. Calculer AB et AC. Que constate-t-on? La matrice A peut-elle étre inversible? Trouver
0 -1 -1

toutes les matrices F € M3(RR) telles que AF = 05.

a b c
Correction:Onpose F=|d e f| Alors:
g h i
a b c 0 0 0
AF =0; = d+g e+h f+i |=[0 0 0 (On calcule le produit matriciel)
3a+d+g 3b+e+h 3c+f+i 0 0O
a=0
b=0
c=0 . . . o
— d+g=0 (On égale les matrices et on simplifie)
e+h=0
f+i=0
0 0 0
— F=|d e f |avecd,ef quelconques

T113

3.2 Déterminant d’une matrice

3.2.1 Définition du déterminant

{ )
Définition 99 (Notation). Soit A = (4; ;) une matrice carrée de taille n a coefficients réels. Le déter-
minant de A est un nombre réel unique, noté :

a1 0 A1n
det(A) =

ap1  *° Apn

T.114 A Remarque : Dire que | det(A) = det(B) | ne signifie pas forcément que .

3.2.2 Calcul de déterminant d’une matrice d’ordre inférieur a 3

3.2.2.A Déterminant d’une matrice d’ordre 1
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Théoréme 100 (Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 1). Soit A = (a) une matrice carrée d’ordre 1.
Alors :
det(A) = |a| =a

Exemple 101 (Déterminant). Soit A = (2) Alors det(A) = 2.

T.115
3.2.2.B Déterminant d’une matrice d’ordre 2
s “
Théoréme 102 (Déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 2). Le déterminant d’une matrice carrée
A= (i Z) d’ordre 2 est le nombre :
[det(A) — [# Z — ad—ba
. J
Exemple 103 (Une matrice carrée d’ordre 2). Soit A = (; i) Alors det(A)=1x4-2x3=-2.
a b
Aide mnémotechnique Q c >< ql= ad —cb
T.116
© ExercicE 43. Déterminants : Calculer les déterminants suivants :
I 12 V2 |t o
DA "1 —1’ Gha=l3 G| @hs=ly ®A4_’3 1)
Correction :
1 1
Ay = 1 _1'_1><(—1)—1><1 =-2
« A= ; \25 =1x2-3xV2=2-3V2
N IO LI ORY; S
0 -1
1 0
Ay = 3 1‘_1><1—3><O_1
O
T.117
3.2.2.C Déterminant d’'une matrice d’ordre 3
s a
a b c
Théoreme 104 (Regle de Sarrus). Le déterminant d’une matrice carrée A=|d e f|d'ordre 3 estle
g h i
nombre :
a b c
det(A)=|d e fl=aei+bfg+cdh—ceg—bdi—afh
g h i
. J
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a-_ b c
d e f
Q gih 1| =aei+dhc+gbf —(gec+ahf +dbi)
a b C
d—" e

© Exercice 44. Déterminants :  Calculer les déterminants suivants, en utilisant la méthode la plus
judicieuse :

1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
@0 2 -1l @-1 2 -1 ®|]1 2 -1 @[3 2 -1
0 0 -1 2 0 -1 0 0 -1 2 1 -1
Correction :
Correction avec la méthode de Sarrhus:
1 1 1
e Ay=10 2 —-1|=1x2x(-1)+0x0x1+0x1x(-1)-0x2x1-1x0x(-1)-0x1x(-1)=-2
0 0 -1
1 0 1
e Ap=1-1 2 —1|=1x2x(-1)+(-1)x0x1+2x0x(-1)-2x2x1-1x0x(-1)—(-1)x0x(-1)=-6
2 0 -1
1 1 1
e Ag=11 2 -1{=1x2x(-1)+1x0x1+0x1x(-1)-0x2x1-1x0x(-1)-1x1x(-1)=-1
0 0 -1
1 1 1
c Ay=13 2 -1{=1x2x(-1)+3x1x1+2x1x(-1)-2x2x1-1x1x(-1)-3x1x(-1)=-1
2 1 -1
Correction avec la méthode du développement suivant une ligne ou une colonne :
1 1 1
e Ay =|0 2 -1|donc développement suivant la ligne d’indice 3 car contenant 2 valeurs a 0.
0 0 -1
1 1 1 1 1 . s
A =(+1)x0x s 1 +(=1)x0x 0 -1 +(+1)x(=1)x 0 olavecun calcul intermédiaire a faire :
1 1
— o 2’_1><2—0><1_2
En réinjectant la valeur du calcul intermédiaire dans le calcul de Aq, on obtient: A = (+1)x(=1)x
2=-2
1 0 1
e Apy=|-1 2 -1|donc développement suivant la colonne d'indice 2 car contenant 2 valeurs a 0.
2 0 -1
-1 -1 1 1 1 1 ) s e
Ay =(-1)x0x ) 1 +(+1)x2x . +(-1)x0x _1 _q|avecun calcul intermédiaire a faire :
1 1
— 1 =1x(-1)-2x1=-3
Donc en réinjectant la valeur obtenue dans le calcul de A,, on obtient: A, = (+1)x2x(=3) = -6
1 1 1
e A;=|1 2 -1|. donc développement suivant la ligne d'indice 3 car contenant 2 valeurs a 0.
0 0 -1
1 1 1 1 1 ) s e
Aj =(+1)x0x y 1 +(=1)x0x 1 1 +(+1)x(=1)x | olavecun calcul intermédiaire a faire :
1 1
— | 2‘_1><2—1><1_1
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Donc en réinjectant la valeur obtenue dans le calcul de A3, on obtient : Az = (+1) x (-1)x 1 =-1
1 1 1
e Ay =|3 2 -1| donc puisqu’aucune ligne ou colonne particuliére (contenant des 0) ne se dé-
2 1 -1

gage, on choisit arbitrairement de développer suivant la ligne d’indice 1.

Ag=(+1)x1x i :i +(=1)x1x g :1 +(+1)x1x 3 1| avec les calculs intermédiaires a faire :
2 -1

— |y _1‘_2><(—1)—1><(—1)_—1
3 -1

— |, _1‘_3><(—1)—2><(—1)_—1
3 2

— | 1’_3><1—2><2_—1

Donc en réinjectant les valeurs des calculs intermédiaires dans le calcul de A4, on obtient : Ay =
(+1)x1x(=1)+(-1)x1Ix(=1)+(+1)x1x(-1)=-1

O
T.119
3.2.3 Déterminant dans le cas général
3.2.3.A Cofacteur
{ )
Définition 105 (Cofacteur). Soit A = (a; ;) une matrice carrée. Le cofacteur associé au coefficient
a; j, noté cof; ;, est le déterminant de la matrice A; ; obtenue en supprimant la ligne i et la colonne
j de la matrice A, multiplié par (=1)*/ :
[cof,-,j — (=1)i*i det(A,,j)}
. J
T.120
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3.2.3.B Développement suivant une colonne ou une ligne

e

N
Théoréme 106 (Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n avec développement suivant une co-
al’l v al,] e a],n
lonne). Soit A = ﬂ£,1 - ”;',j ﬂi',n une matrice d coefficients réels. Soit j I'indice d'une colonne de
an’l coo an’/ coo an,n
A. Le déterminant de A se calcule en développant par rapport a la colonne j avec :
n
det(A) = Z ai,j COfi’j
i=1
\ J
T121
s 3
Théoréme 107 (Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n avec développement suivant une ligne).
alrl v al,] oo a],n
Soit A = alj!] . a;!j ai.,n une matrice a coefficients réels. Soit i l'indice d’une ligne de A. Le déter-
an,l v an’] e an’n
minant de A se calcule en développant par rapport a la ligne i avec :
n
det(A) = Z ai,j COfi,j
j=1
\ J
T.122
1 2 3
Exemple 108 (Déterminant de A=|4 5 6]). Pour I'exemple, on choisit de développer suivant la 1ére
7 8 9
ligne. Alors :
1 3
det(A)=| 4 5 6 |[=(-1)"*"x1x 5 6 |+(-1)"2x2x| 4 6 [+(-1)1"3x3x
7 8 9 8 9 7 9
D —— D ——
det(Al,l) dEt(Al,Z)
4 5 6 |=41x(5x9-8%x6)—-2x(4Xx9-7x6)+3%x(4x8-7x5)=0
7 8 9
—_————
det(Ay,3)
T.123
1 0o 0 2
© Exercice 45. Calculez le déterminant : d = 1 n e g
. . - \/5 \/E 0 2
3 0 0 4
O
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© ExercicE 46. Calculer les déterminants suivants :

1 3 -2 2 1 3 -2 2
0o 2 0 0 0 0 1 0
A1‘1 -1 1 2 Az‘0 -1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
0o 3 -2 2 1 3 -2 2
0o 2 1 1 2 2 1 -1
A3‘1 -1 1 2 A4‘1 -1 1 2
0 3 1 1 4 1 1 1
Correction: Ay =6, A, =-1, A5 =—-4, Ay = —41.
1 3 -2 2
0o 2 0 0 , . . - N
Al:l 11 2doncdeveloppementsulvantlallgned|nd|ce2carcontenant3valeursa
0 1 1 1
0.
3 -2 2 1 -2 2 1 3 2
A =(-1)x0x|-1 1 2|+(+1)x2x|1 1 2|+(-1)x0x|1 -1 2
1 1 1 0 1 1 0o 1 1
1 3 =2
+(+1)x0x(1 -1 1
0 1 1
1 -2 2
avec pour calcul intermédiaire a faire |I 1 2| en le développant suivant la ligne d’indice 3 (qui
0o 1 1
contient 1 zéro).
b2 2 - 1 2 -2
Or:|1 1 2[=(-1)x1x +(+1) x 1 x +(-1)x2x =3car:
0 1 1 1 1 0 1 0 1
—— ~—— ——
-4 1 1
-2 2
1 1‘_(—2)><1—1><2_—4
1 2
0 1‘_1><1—0><2_1
1 -2
0 1‘_1><1—0><(—2)_1

Donc en réinjectant les valeurs obtenues dans le calcul de A, on obtient : .

1 3 -2 2
0 0 1 0 , . . S .
A2: 0 -1 0 o0 donc développement suivant la ligne d’indice 2 car contenant 3 valeurs a
1 1 1 1
0.
3 -2 2 1 -2 2 1 3 2
Ay =(-1)x0x|-1 0 Of+(+1)x0x[0 0 Of+(-1)x1x[{0 -1 O
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 =2
+(+1)x0x{0 -1 0
1 1 1
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1 3 2
Reste donc a calculer [0 -1 0| en le développant suivant la ligne d'indice 2 (contenant 2 zéros).
1 1 1
1 3 2
Comme |0 -1 0|=(-1)x0x 302 +(+1)x(=1)x b2 +(=1)x0x L P =—(Ix1-1x2)=1
111 1 1 1 1 1 1 1 1

on obtient, en réinjectant toutes les valeurs intermédiaires dans le calculde A, : | A, = -1 |

o 3 -2 2
0o 2 1 2 , . -
A3 =l 1 1 2 donc développement suivant la colonne d’indice 1 car contenant 3 valeurs
0 3 1 1
ao.
2 1 2 3 -2 2 3 -2 2
As=(+1)x0x|-1 1 2|+(-1)x0x|-1 1 2|+(+1)x1x2 1 2|..
3 1 1 3 1 1 3 1 1
3 -2 2
+(-1)x0x|{2 1 2
-1 1 2
3 -2 2
Reste donc a calculer |2 1 2| en développant (choix arbitraire) suivant la colonne d’indice 1 :
31 1
3 -2 2
2 1 2[=(+1)x3x b2 +(-1)x2x]| . 2 +(+1)x 3 x 22
1 1 1 1 1 2
3 1 1
avec les calculs intermédiaires a faire :
1 2
11 =1x1-1x2=-1
-2 2
1 1’_(—2)><1—1><2_—4
-2 2
) 2‘_(—2)><2—1><2_—6
3 -2 2
donc|2 1 2|=-13puis, enréinjectant cette valeur dans le calcul de A3, on obtient:.
3 1 1

1
0.
2 1 -1 2 1 -1 2 2 -1
Ayg=(+1)x1x[-1 1 2|+(-1)x3x[l 1 2[+(+1)x(-2)x|1 -1
1 1 1 4 1 1 4 1 1
2 1
+(-1)x2x|1 -1 1
4 1 1
avec les calculs intermédiaires a faire :
2o 12 -1 -1 1
e -1 1 2|=(+1)x2x +(-1)x1x +(+1)x (=1) % = 3 en développant suivant
111 11 1 1 1 1
—— —— N———
-1 -3 -2

la ligne d’indice 1 (choix arbitraire) et car :
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1 2
— | 1’_1><1—1><2_—1
-1 2
— | 1‘_(—1)><1—1><2_—3
-1 1
— 1, 1‘_(—1)><1—1><1_—2
2 b 1 1 2 11
e 1 1 2f=(+1)x2x +(-1)x1x +(+1) x (-1) x = 8 en développant suivant la
41 1 1 4 1 4 1
— S~— S~—
-1 -7 -3
ligne d'indice 1 (choix arbitraire) et car :
1 2
— | 1_1><1—1><2_—1
1 2
— s 1_1><1—4><2_—7
1 1
— s 1_1><1—4><1_—3
22 -1 1 2 1 -1
e |1 -1 2|=(+1)x2x +(—1)x2x +(+1)x(=1) x = 3 en développant suivant
41 1 1 1 4 1 4 1
— ~—— N ——
-3 -7 5
la ligne d’indice 1 (choix arbitraire) et car :
-1 2
— | 1‘_(—1)><1—1><2_—3
1 2
— s 1’_1><1—4><2_—7
L =1x1-4x(-1)=5
4 1| h
2 2 1 11 1 1
e |1 -1 1f=(+1)x2x +(-1)x2x +(+1)x1x =7 en développant suivant la
401 1 1 1 4 1 4 1
~— ~— —
-2 -3 5
ligne d’indice 1 (choix arbitraire) et car :
-1 1
— | 1_(—1)><1—1><1_—2
1 1
— s 1‘_1><1—4><1_—3
1 -1
—la 1 =1x1-4x(-1)=5
Donc en réinjectant les valeurs des calculs intermédiaires dans le calcul de A4, on obtient : Ay = —41
0
T.124
© Exercice 47. Régle de Sarrus :  Démontrer la régle de Sarrus en utilisant le développement
suivant une ligne ou une colonne du théoréme[I06} O
T125

3.2.3.C Déterminant des matrices diagonales et triangulaires

[ Théoréme 109 (Déterminant d’'une matrice diagonale). Soit A une matrice diagonale de taille n. ]
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Alors :
a1 0 0
0 . . . n
det(4)=| =~ L =annanan, = | |4

: ° 0 i=1

0 0 a,,
\ J
e “

Théoréeme 110 (Déterminant d’une matrice triangulaire). Soit A = (a; ;) une matrice triangulaire
(supérieure ou inférieure) de taille n. Alors son déterminant est le produit des termes diagonaux :

n
det(A) =ay a4z, a,, = Hﬂi,i
i=1

3.2.4 Propriétés des déterminants

s 2
Théoréme 111 (Propriétés des déterminants).

1. Multiplication par un scalaire : Soient A une matrice carrée de taille n et A un réel. Alors :
(det(14) = 1" det(4)),

2. Déterminant d’'un produit de matrices : Soient A et B deux matrices carrées de taille n. Alors :
[det(AB) = det(A)det(B)].

3. Déterminant d'une matrice transposée : Soit A une matrice carrée de taille n. Alors :

(det(AT) = det(4)]

s 3
Théoréme 112 (Permutation de deux lignes ou de deux colonnes). Lorsqu’on permute deux lignes ou

deux colonnes d’une matrice dont on calcule le déterminant, le déterminant est multiplié par .

L

54



Ressource R213

s 2
Théoreme 113 (Linéarité par rapport aux colonnes). Soient a, p deux réels. Lorsque la colonne j d’une
matrice s'exprime comme la combinaison linéaire de 2 vecteurs (a; ;) et (a;]-), le calcul du déterminant

peut étre linéarisé par rapport d la colonne j avec :

colonne j colonne j colonne j
, -+ Ba
ay; - aal'j +/a1']_ s Ay ap; - gl'/- v A1y apg - ai,n
=a +p
Ay - (,YH”']‘ +ﬁa;’j o g ap1 - (’l’l,j s Apg Ay - A n
§ J
A Remarque : Le théoreme est également vrai pour les lignes de la matrice.

e 2
Théoreme 114 (Ajout d’une colonne). Dans le calcul du déterminant, ajouter une colonne C; (éven-
tuellement) multipliée par un coefficient B, d une (autre) colonne C; ne change pas la valeur du détermi-
nant :

colonne | colonne |
al,l e al,[ een al,j+/)7al,l e al,n al,l v al,[ e alrj ven al,n
Ap o | Apl | oo | A jt o An1 | Al || Anj | = Ann
colonne j colonne j
L J

A Remarque : Le théoréme est également vrai pour les lignes de la matrice.

Lemme 115. Le déterminant d’une matrice qui contient deux lignes ou deux colonnes identiques est nul.

3.2.4.A Exercices

1 2 3 4 1 0 3 4
© Exercice 48. Déterminants :  Soient A = 0 11 -l et B = b Calculer les
’ ' 10 -1 2 1 11 0 2 17
0o 2 1 1 1 0 1 1
déterminants des matrices A2, A3, AB, ABT, 3A et A-B.
Correction :
e det(A) =9 (développement suivant la colonne d’indice 1)
e det(B) = -3 (développement suivant la colonne d’indice 2)
« det(A?) =[det(A)]* =92 =81
« det(A%) = [det(B)]® = 9% =729
e det(AB) =det(A) xdet(B) =9 x(-3) =-27
 det(ABT) = det(A) x det(BT) = det(A) x det(B) = —27
« det(34) = 3nbrelignesde A, qer(4) = 34 x 9 = 729
0 2 00
) -1 0 0 O , . .
e Attention : det(A — B) = det(A) — det(B). Il faut calculer A—B = 1 -1 o o]puisson détermi-
-1 2 0 0

nant:det(A—B)=0
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© Exercice 49. Déterminant d’une matrice triangulaire : Montrer que le déterminant d'une matrice
triangulaire supérieure ou inférieure est égal au produit de ses termes diagonaux. ]

© Exercice 50. Déterminant d’une matrice antidiagonale :

0o - 0
, . . . -
Calculer le déterminant A, = .
0 . . :
a, 0 0

Correction : En développant par rapport a la premiére colonne, on trouve que A,, = (—1)”+1anAn_1 avec

0 - 0 a

A, = : ’ ’ 0 (déterminant d’'une matrice de taille n—1).
0 . . :
.y 0 - 0

En itérant la méme opération n fois (au total), on trouve ainsi que :

n n
Ay = |1y (~1)"(=1)'a;
i=1 i=1
n

= (1) 0E= ] e = (e ﬁ“"

i=1 i=1

=

a; sin=4poun=4p+1

—| la; sin=4p+2oun=4p+3

O

© Exercice 51. Calcul :  Soient a,b,c,d quatre réels. Calculer le déterminant des matrices suivantes
en fonctiondea, b,cetd:

1 a b 1 1 a b ab
a 1 1 b 1 ¢ b ¢b
DA= b 1 1 a @B = 1 a d ad
1 b a 1 1 ¢ d cd

Correction :

1. On utilise le fait que faire une combinaison linéaire des colonnes ne changent pas la valeur du
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déterminant; donc:

1 a b 1 1
a 1 1 b a
A= b 1 1 a| |b-a
1 b a 1 0
=(a-b)
=(a-b)?
=(a-b)*|-

a b 1
1 1 b ( L4 «— Ll —L4 )
0 0 a->b LG 6——-L3—-L2
-b b-a O
a b-a 1 a b-a
1 0 |-(b-a)|a 1 0
b a-b 1 b a-b
(en développant suivant la derniére colonne)
1 a -1 1 a 1
b 1 0 |-(b-a)?la 1 0
1 v 1 1 b -1
(en factorisant par (b —a) les 2 déterminants 3 x 3)
b 1 1 a o a 1 1 a
1 b bl]_(b_“)[1b|_a1]

(en factorisant suivant la derniére colonne des deux déterminants)

Donc

2. Sous réserve que a soit non nul,

—_ =
o Q8 O

U

Donc:

ab
cb

cd

0 a b ab
c—a ¢ b c¢b
0 a d ad (L1<—L2—[1L1)
c—a ¢ d cd
a b ab a b ab
—(c—a)la d ad |—(c—a)l c b cb
c d cd a d ad

(en développant suivant la premiere colonne)

A=—(c—a) [acd2 +a’bd +abced — abed — a*d? —abcd]
=—(c—a) [azbd +abed + ab*c — a’b® — achd — abcd]
=(a-c) [acdz +ach® + 2a%bd — a*d? — a*b? - 2abcd]
=(a—c) [ac(d2 +b2) = 2ac(bd) — a*(b* + d?) + 2a2(bd)]

=(a-c) [uc(b —d)?—a?(b- d)z]

(en jouant sur les identités remarquables)

=a(a—c)(b—d)*[c—a]=-a(c-a)*(b—d)?

T.131
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3.2.5 Application : Calcul d’une matrice inverse par la méthode des cofacteurs

4 '
Théoréme 116 (Condition d’existence de I'inverse). Soit A une matrice carrée. A est inversible si et
seulement si|det(A) =0 |

I (det(4) 2 0] |

s 2
Théoréme 117 (Propriété). Soit A une matrice carrée inversible. Alors

1
det(A™l) = —— |
[e 47 det(A)]
. J
T.132
{ \
Définition 118 (Matrice des cofacteurs ou comatrice). Soit A une matrice. La matrice des cofac-
cofy y cofy ,
teurs ou comatrice associée a A est la matrice notée com(A) définie par:com(A)=|
cof,, cof,, ,,
ou cof; ; sont les cofacteurs associés a A (on rappelle que [cofi,]' = (=1l det(Ai,j)} ou A; ; est la ma-
trice obtenue en supprimant la ligne i et la ligne j de la matrice A).

\ J
s 3
Théoreme 119 (Comatrice et inversion matricielle). Soit A une matrice carrée et com(A) sa comatrice.

T
Alors [A™! = . A)) |
ors [ det(A) (com( )) J
\ J
T.133
Exemple 120 (Inverse de A = (:1,) i) par les comatrices). La comatrice de A est B = (b; ;) avec:
+ 2
° _ _(_1)\1+1 _ _ _
bl,l = COf][l = ( 1) det(Alll) =4 car Al,l = (% 4) = (4)
+ 2
. — —(_1\1+2 _ _ _
b1,2 = COsz = ( 1) det(Al’z) = -3 car A1,2 = (3 4) = (3)
+ 2
hd b2,1 = C0f2’1 = (—1)2+1 det(Az’l) =2 car A271 = (% 4) = (2)
hd b22:C0f22:(—1)2+2det(A22):1CaI'A22: L2 :(1)
’ ’ ’ ’ 3 4
(4 -3\ . ro(4 =2\ . 1[4 -2 ~
Donc com(A) = (_2 1 ), puis com(A)" = (_3 1 ) etA™ = Sl 1 (car det(A) = -2).
T.134
© Exercice 52. Méthode des comatrices : Dire si linversion de la matrice est possible, et si oui

inverser ces matrices en utilisant la méthode des comatrices.

11 1 1 0 1
Ba-=l02 Ba-|1 2 —1]
00 -1 2 0 -1
11 1 1 00
Ha,-|3 2 1] Ba.={o 4 o]
2 1 -1 0 0 3
1 0 1 1 2 3
Ba-|o 4 2] Ba-=(5 4 7}
5 6 0 5 6 11
11 1
Correction :A] ={0 2 —1] :
00 -1
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e Calcul du déterminant avec développement suivant la ligne d’indice 3: det(A;) = (-1)x0x ) _11 +
1 1 1 1 . . .
(+1)x0x 0o 1|t (-1)x(-1)x 0 olF —2. Comme det(A;) # 0, la matrice est inversible.
~——
2

* Calcul de la comatrice : com(A;) =|cof,; cofy, cofy;

COf3’1 C0f3’2 C0f3’3

COfl,l C0f1’2 C0f1’3
avec:

— Cofacteur associé au coefficient a; ; = 1: cofy | = (+1)x 0 :i' =(+1)x[2x(-1)=0x(-1)] =
-2
— Cofacteur associé au coefficienta; , = 1:cof; 5 = (—=1)x 8 :H =(-1)x[0x(-1)=0x(-1)]=0
- - 0 2
— Cofacteur associé au coefficient a; 3 = 1 : cof] 3 = (+1) 0 olF (+1)x[0x0-0x2]=0
. _ 1 1
— Cofacteur associé au coefficient a, ; = 0: cofy; = (-1) x 0o —1l7 (-)x[1x(-1)-0x1]=1
— Cofacteur associé au coefficient a, , = 2 : cof, , = (+1) % é _11 =(+1)x[Ix(-1)-0x1]=-1
. . 1 1
— Cofacteur associé au coefficient a, 3 = —1 : cofp 3 = (=1) x 0 o= (-1)x[1x0-0x1]=0
— Cofacteur associé au coefficient a3 | = 0:cof;; = (+1)x ; _11 =(+1)x[Ix(-1)-2x1]=-3
. - 1 1
— Cofacteur associé au coefficient az, = 0 : cofs , = (1) x 0 -1|7 (-)x[1x(-1)-0x1]=1
- . 11
— Cofacteur associé au coefficient a3 = —1 : cofz 3 = (+1) x 0 o= (+1)x[1x2-0x1]=2
-2 0 0
Dot:com(A;)=(1 -1 0
-3 1 2
-2 1 -3 2 -1 3
e Calcul de l'inverse AIl = }2 0 -1 1 |puisaprés simplification : AIl :% 0o 1 -1
0o 0 2 0o 0 -2
.......... TR R RN LR LRI EIERIERIEERIEERIERI LRI
Ba=|-1 2 1
2 0 -1
e Calcul du déterminant avec développement suivant la colonne d'indice 2 : det(A;) = (+1) x 0 x
‘_21 :1 +(-1)x2x ; _11 +(+1)x0x _11 _11 =—6. Comme det(A,) # 0, la matrice est inversible.
—
-3

* Calcul de la comatrice : com(A,) =|cof,; cofy, cofy;

C0f3’1 COf3’2 C0f3’3

COfl,l COfl’z C0f1’3
avec:

— Cofacteur associé au coefficient a;; =1 : cofy ; = (+1) x g :i' =(+1)x[2x(-1)-0x(-1)] =
-2

— Cofacteur associé au coefficienta; , = 0: cofy , = (-1)x _21 :H = (=1)x[(=1) x (=1) =2 x (=1)]
-3

— Cofacteur associé au coefficient a; 3 = 1 : cof] 3 = (+1)x _21 5’ =(+1)x[(-1)x0-2x2]=-4
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— Cofacteur associé au coefficient a1 = —1: cofy; = (=1)x 8 _11‘ =(-1)x[0x(-1)-0x1]=0
— Cofacteur associé au coefficient a, , = 2 : cofy , = (+1) % é _11’ =(+1)x[I1x(-1)-2x1]=-3
. . 1 0
— Cofacteur associé au coefficient a; 3 = —1 : cofy 53 = (1) x ) 0’ =(-1)x[1x0-2x0]=0
. - 0 1
— Cofacteur associé au coefficient az | =2 :cof;; = (+1)x s 1|7 (+1)x[0x(-1)-2x1]==-2
— Cofacteur associé au coefficient az , = 0: cofz , = (—1)x _11 _11‘ =(-1)x[Ix(-1)=(-1)x1] =
0
— Cofacteur associé au coefficient az 3 = =1 : cof3 3 = (+1) x _11 2‘ =(+1)x[1x2—-(-1)x0]=2
2 -3 -4
D'oti:com(Ay)= 0 -3 O
-2 0 2
-2 0 =2 2 0 2
e Calcul de l'inverseAE1 :}6 -3 =3 0 |puis apres simplification : Agl :% 3 3 0
-4 0 2 4 0 -2
.......... B R LR R R EERELEEREEEEREEERRRERE
Ba.=|3 2 1|
2 1 -1

e Calcul du déterminant avec la méthode de Sarrhus : det(A3) =1 x2x(-1)+3x1x1+2x1x(-1)—
2x2x1-1x1x(-1)=3x1x(-1)=-1.Comme det(A3) = 0, la matrice est inversible.

COle C0f1’2 COf1’3
COfZ,l C0f2’2 C0f273
C0f371 C0f372 C0f373

e Calcul de la comatrice : com(Az) = avec:

— Cofacteur associé au coefficient a; ; = 1: cofy ; = (+1)x

‘1' — (41X [2x (=1) = 1 x (=1)] =

1 -1
-1
— Cofacteur associé au coefficient a; , = 1 : cof 5 = (—=1)x i :H =(-1)x[3x(-1)-2x(-1)]=1
— Cofacteur associé au coefficient aj 3 = 1 : cof] 3 = (+1) x N ﬂ =(+1)x[3x1-2x2]=-1
— Cofacteur associé au coefficient a, | = 3 : cofy | = (—1) x i _11 =(-)x[Ix(-1)-1x1]=2
. . 1 1
— Cofacteur associé au coefficient a; , = 2 : cof, , = (+1)x |7 (+1)x[1x(-1)=2x1]=-3
- . 11
— Cofacteur associé au coefficient a, 3 = —1 : cofy 3 = (=1) x 1= (-1)x[Ix1-2x1]=1
. . 1 1
— Cofacteur associé au coefficient a3 = 2: cof3 ; = (+1)x |7 (+1)x[1x(-1)-2x1]=-3
— Cofacteur associé au coefficient az, =1 : cof; , = (-1) x ; _11’ =(-1)x[I1x(-1)-3x1]=4
— Cofacteur associé au coefficient a3 = —1 : cofz 3 = (+1) x :1)) ;‘ =(+1)x[1x2-3x1]=-1
-1 1 -1
Dot:com(A3)=|2 -3 1
-3 4 -1
-1 2 -3 1 -2 3
e Calcul de l'inverseAg1 :_L1 1 -3 4 |puis aprés simplification : Agl =|-1 3 -4
-1 1 -1 1 -1 1
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0 x 8 g +(-1)x0x 8 OI =12. Comme det(A,) # 0, la matrice est inversible.
COfl,l COfl’z C0f1’3
e Calcul de la comatrice : com(Ay) =|cof,; cof,, cof,s|avec:
C0f3’1 C0f3’2 COf3’3

— Cofacteur associé au coefficienta;; =1:
— Cofacteur associé au coefficienta; , = 0:
— Cofacteur associé au coefficienta; 3 =0
— Cofacteur associé au coefficient a; ; = 0:
— Cofacteur associé au coefficient a; , =4 :
— Cofacteur associé au coefficient a; 3 =0:
— Cofacteur associé au coefficientaz; = 0:
— Cofacteur associé au coefficient a3, = 0:

— Cofacteur associé au coefficient az 3 = 3:

cofy 1 = (+1) x
cofy p =(=1)x
cofy 3 = (+1) x
cofy =(-1)x
cofyp = (+1) x
cofy 3 =(-1)x
cofz; = (+1) x
cofzp =(—1)x

COf373 = (+1) X

O O kO OF O OO0 OO OO Ok

O O O OO OO WO WO Ok WO Wo

=(+1)x[4x3-0x0]=12
=(-1)x[0x3-0x0]=0

(+1)x[0x0-0x4]=0

=(-1)x[0x3-0x0]=0
= (+1)x[1x3-0x0]=3
=(-1)x[1x0-0x0]=0
= (+1)x[0x0—-4x0]=0

=(-1)x[1x0-0x0]=0

=(+1)x[1x4-0x0]=4

12 0 0
D'oti:com(Ag)=(0 3 0
0 0 4
12 0 0 1 0 0
e Calcul de l'inverseAf:% 0 3 O0fpuis apres simplification : AZI =10 i 0
0 0 4 0 0 %
.......... DL LR R R EEERELEERIEERRAEERRIERS
Ba=[o 4 2|
5 6 0
) . ) . . - 4 2
e Calcul du déterminant avec développement suivant la ligne d'indice 1 : det(As) = (—1)x1x 6 0 +(+1)x
~——
-12
0 2 0 4 ) . )
0 x 5 0 +(=1)x1x 5 6 = —32. Comme det(As) # 0, la matrice est inversible.
~——
-20
COle C0f172 C0f173
e Calcul de la comatrice : com(As) =|cof,; cof,, cof,s|avec:
cofz cofz, cof;3

— Cofacteur associé au coefficienta;; =1:
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— Cofacteur associé au coefficient a; , = 0: cof; , = (=1) x g é =(-1)x[0x0-5%x2]=10
. - 0 4
— Cofacteur associé au coefficient aj 3 = 1 : cof] 3 = (+1) x 5 6 =(+1)x[0x6-5x4]=-20
. - 0 1
— Cofacteur associé au coefficient a, ; = 0: cofy; = (-1) x 6 0 =(-1)x[0x0-6x1]=6
— Cofacteur associé au coefficient a, , =4 : cofy , = (+1) é (1) =(+1)x[1x0-5x1]=-5
. . 1 0
— Cofacteur associé au coefficient a, 3 = 2 : cofp 3 = (—1) x 5 6 =(-1)x[1x6-5x0]=-6
- - 0 1
— Cofacteur associé au coefficient a3 ; = 5: cofs | = (+1) x 4 9 =(+1)x[0x2-4x1]=-4
— Cofacteur associé au coefficient az , = 6 : cofs , = (1) x (1) ; =(-1)x[1x2-0x1]==-2
. . 1 0
— Cofacteur associé au coefficient az 3 = 0 : cofz 3 = (+1) X 0 4 =(+1)x[1x4-0x0]=4
-12 10 =20
Doti:com(As)=| 6 -5 -6
-4 -2 4
-12 6 -4 12 -6 4
e Calcul de l’inverseAglz_L32 10 -5 -=2|puis apres simplification : Aglzé -10 5 2
-20 -6 4 20 6 -4
.......... D L LR LR EEEREERERRERRERRIEES
Ba-=|3 ¢+ 7|
5 6 11

e Calcul du déterminant avec la méthode de Sarrhus : det(Ag) =1 x4x11+3x6x3+5%x2%X7-5X%
4x3-1x6x7-3x2x11=0.Comme det(Ag) =0, la matrice n‘est pas inversible.

O
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4 Systemes linéaires

4.1 Geénéralités sur les systémes linéaires

4.1.1 Matrices associées a un systéme linéaire

-
Définition 121 (Systeme linéaire). Un systeme linéaire est un systeme d’équations de la forme :

ayixp++aymx, = by (L)

Ap1X1 + -+ ApymXm = bn (Ln)

ou les coefficients a; ;, b; sont des réels ou des complexes donnés et les xy, ..., x,,, sont m inconnues.

\.

J

Objectif de ’étude des systémes linéaires
Déterminer les inconnues x; a x,,. Ces solutions forment un m-uplet. Les systemes possedent :

1. soit 0 solution;
2. soit un unique m-uplet solution; on parle alors de systeme de Cramer.

3. soit une infinité de m-uplet solutions.

-
Définition 122. Matrices associées a un systeme linéaire On peut modéliser un systeme linéaire

sous forme d’une équation matricielle de type , avec :

ap; o dpp) (% by (L1)
an1 ot App) \Xp bn (Ln)
—_— S~
A X B

ou:
A est appelée matrice de transformation,
* X vecteur d’inconnues,

* B vecteur de coefficients.

~\

Exemple 123 (Un systéme).

2x+4y =3 (Ly) 2 4 3 (Ly)
—x+2y=5 (L) e |[-1 2 (;) = |5 (L,)
4x— y=7 (L3) 4 -y 7 (L3)
| X ——
A B
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4.2 Systeme linéaire de Cramer

4.2.1 Deéfinitions
{ )
Définition 124 (Systeme de Cramer). Un systéme linéaire

a1 0 41a) (%1 by
AX=B| @ . =
an,1 o App Xn bn
~—_— —¥ e — ~——
A X B

est un systéme de Cramer lorsque A est une matrice carrée inversible. Il posséde donc autant

d’équations que d’inconnues (n = m).
\ J

X1+2X2:5

Exemple 125 (Résoudre { ). Ce systéme peut étre représenté par 1’équation matricielle

3X1 + 4X2 =6
1 2\(x;\ (5 1 2 ,
= donc sous la forme AX = B avec A = . Comme A est carré et que det(A) = -2, le
3 4)\x,) "6 3 4
systeme est un systéme de Cramer possédant un unique couple (xy, x;,) solution.

4.2.2 Résolution avec la solution formelle

Théoreme 126 (Solution formelle). Un systeme de Cramer posséde une unique solution donnée par :

(x-a"8)

Démonstration: AX =B A 'A=A"'Bo IX =A"!'B
S~—— S~——
1 X

Exemple 127 (Suite de 'exemple|125). Puisque le systéme a une unique solution, en utilisant la formule

1 _
de I'inverse d’une matrice 2x 2 (cf. exercice , cette solution est : X = (il) =A"'B= = ( 43 12)(2) =
5 Sl
—4
9 |
2

© ExercicE 53. Résoudre les systémes suivants :

{2x+3y:5 {5x+8y:7

3x+4y =-1 dx—- y=2
O
4.2.3 Meéthode de résolution de Cramer
s 2
Théoreme 128 (Théoréme de Cramer). Soit un systéme de Cramer AX = B avec pour vecteur d’in-
X1
: , det(Ag) | . .
connues X =| : |. La k¢ inconnue xy, est donnée par : | x = det(A) oti Ay est la matrice obtenue en
‘ e
le
remplagant la k¢ colonne de A par B.
J

Exemple 129 (Suite de I'exemple[125).

_ det(A,) (5 2 o
1= det(A) avec Ay = 6 4 donc det(A) = 8 soit x; = -4
* xp = (j:le(:t(az)) avec Ay = (; 2) donc det(A,) = -9 soit x, = g
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© Exercice 54. Déterminer si les systémes suivants sont des systémes de Cramer. Si oui, les ré-
soudre en utilisant la méthode de Cramer :

x+ v+ z=0 x+2y+ z=0
X+2y+32=2 X+2y— z=2
x+3y+4z=3 xX+2p+3z=1

x+2y+ z=0

x+2y—- z=2
X+ y+2z=2

Correction :
x+y+z=0
Systéme X+29+3z=2:
xX+3y+4z=3

11 1) (x 0
* Notation matricielle: {1 2 3| [y| = |2
1 3 4) \z 3

A X B
e Calcul du déterminant : det(A) = —1. Comme det(A) = 0, le systéme admet une unique solution.

01 1
e Calcul de l'inconnue en 1¢ position - nommée ici x : x = C(ijitt((‘j;)) avecdet(A;)=|2 2 3|=1.Donc
3 3 4
X = }1 =-1
d 1 0 1
* Calcul de l'inconnue en 2° position - nomméeiciy:y = ditt((AAz)) avec det(A;)=|1 2 3|=0.Donc
1 3 4
0
d 1 10
e Calcul de l'inconnue en 3¢ position - nomméeiciz:z = d(ae:t'c(éq3)) avecdet(A3z)=|1 2 2|=-1.Donc
1 3 3

B
z===1

x+2y+z=0
Systéme X+2y—-z=2:
x+2y+3z=2

1 2 1 X 0
¢ Notation matricielle: |1 2 -1 vl = |2
1 2 3 z 2

e Calcul du déterminant : det(A) = 0. Donc le systéme n’est pas un systéme de Cramer et n‘a pas
une unique solution.

.............. x+2y+z:0
Systéme X+2y—-z=2:
X+y+2z=2

1 2 1 b 0
* Notation matricielle: {1 2 -1 |p] = |2
11 2 z 2

e Calcul du déterminant : det(A) = —2. Comme det(A) = 0, le systéme admet une unique solution.
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0 2 1
* Calcul de l'inconnue en 1¢ position - nommée ici x : x = %?att((AAl)) avec det(A) =2 2 -1/=-14
21 2
Donc x = ’_—124 =7
d 1 0 1
e Calcul de l'inconnue en 2° position - nommée ici p : y = d?ett((iz)) avec det(A,) =1 2 -1|=6.
1 2 2

Doncy:%:—3

1 2 0
* Calcul de l'inconnue en 3¢ position - nomméeiciz : z = ((jjeett(ﬁ)) avec det(A3)=|(1 2 2|=2.Donc
11 2

=2 __
z=5=-1

T.145

© ExercicE 55. Un systéme :  On considére le systéme suivant, portant sur les 3 inconnues réelles
X, v, z et paramétré par un réel ¢ :

x + vy + z = t+1
2x - v + (4t+3)z = 0
-x + 2y + 212z = 0

@ A quelle condition sur t le systéme est-il un systéme de Cramer?

@ Dans ce cas, résoudre le systéme en utilisant la méthode de Cramer.

Correction :
1 1 1 t+1
@ Notation matricielle du systéme : | 2 -1 (4t+3)|X =| 0 |avec X le vecteur colonne d’in-
-1 2 22 0
X
connues |y
z
@ Recherche des solutions par la méthode du pivot de Gauss :
1 1 1 t+1 1 1 1 t+1
2 -1 4t+31]0 o |0 =3 4r+1 | -2(t+1) ?:?;?1
-1 2 2t |o 0 3 26241 [t+1 ST
1 1 1 t+1
o [0 1 —14t+1)| %(t+1) Ly < L,/(-3)
0 3 2t2+1 t+1 |
4 1 1
1 0 3(11‘+1) %(t+l) LieLi-L,
S 0 1 —3(4t+1) | 5(t+1) I
2 3(—L3—3L2
0 0 2(t+1) —(t+1) |
Plusieurs cas sont a distinguer :
1. Casout#—1:alors:
[1 0 4(t+1) %(t+1)
S) & 0 1 —%(4t+1) s(t+1) car (t+ 1) ne s'annule pas
1
:0 0 1 T 2(t+1)
1 0 0fit+1 A
2 Li<—Li—-3(t+1)
PN 0 1 0 4t°+41+3 1 1
o(t+1) Ly—Ly+3(4t+1)Ls
»0 0 1 T 2(t+1)

ce qui aboutit a une unique solution.
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2. Casout=-1:alors (en remplagant t par sa valeur):

0]0
S) & 110 en remplacant t par -1
¢
0]0

l oo r

0
1
0
o x=0ety=-z

ce qui conduit & une infinité de solution formant la famille de triplet : {(0,y, —v)/v € R}.

4.2.4 Méthode de résolution par substitution

Méthodologie 130 (Méthode par substitution). Soit un systéme de Cramer AX = B avec pour vecteur
X1
d’inconnues X =| : |. On choisit une des inconnues xy, on l'exprime en fonction des autres inconnues
. k
xn
puis on remplace xj par son expression dans le systeme pour se ramener 4 un systéme comportant une
inconnue de moins.

Exemple 131 (Méme exemple que|125). On cherche a résoudre { ;;-'fzi :—56 . En utilisant la 24¢ équa-
1 2=
. , . 6— 3X1 . < .
tion, on déduit que x, = T donc en remplagant x, par son expression dans la 1¢ équation, on

. 6 —3x
obtient : xq + !

=5 —5%1 +3 =5 & x; = —4. Finalement, en remplacant x; par sa valeur dans

I’expression de x;, on déduit : x, = 9/2.

© Exercice 56. Résolution par substitution : Résoudre avec la méthode de substitution le systéme
linéaire suivant :

2x+3y+4z=7 (a)
y+2z=2 (b)
6z=12 (c)

Correction : L'équation (c) donne z = 2; en remplacant la valeur obtenue dans l'équation (b), on en
déduit que p +12 =2 donc que vy = —-10; puis en remplacant les deux valeurs obtenues pour y et z dans
"équation (a), on déduit que 2x — 30 + 8 = 7 soit x = 29/2.

OJ
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4.2.5 Meéthode de résolution du pivot de Gauss

Matrices associées a un systéme linéaire
Soit un systéme de type AX = B, avec :

a1 o Anm\ (X by (L1)
an,l An,m Xm bn (Ln)
D L — ~——
A X B

En omettant les inconnues xy, -, x,,, un systeme linéaire peut étre modélisé par la représentation com-
pacte suivante :

api o Ay | b (L1)
an,l An,m bn (Ln)
T.149
{ )
Définition 132 (Systémes linéaires équivalents). Deux systemes linéaires sont équivalents s’ils
possédent le méme ensemble de solutions.

\. J
4 )
Théoreme 133 (Regles d’équivalence). Les opérations permises sur les lignes, car conduisant a des

systémes équivalents, sont les suivantes :
1. Permutation de la ligne L; et de la ligne L;, notée ;
2. Multiplication d’une ligne par un réel a non nul, notée ;
3. Ajout de la ligne L; a la ligne L;, éventuellement multipliées par les réels a et p non nuls, noté
L; —aL;+pL;}
Aucune opération sur les colonnes n’est permise car elles modifient 'ordre des inconnues dans le systéme.
\ J
T.150
Méthodologie 134 (Méthode du pivot de Gauss). On utilise les régles d’équivalence sur les lignes
conduisant d des systémes linéaires équivalents pour faire apparaitre un systéme de la forme A’X = B’
dans lequel :
* au mieux A’ =1, (auquel cas les solutions sont dans B’)
* ou au pire A’ est triangulaire supérieure (dans ce cas, reste a utiliser la méthode de substitution).

T.151

Pivot de Gauss pour un systeme de Cramer

. . T .
Partant du systeme d’inconnues (x1 Xy ... xn) en notation compacte :
ai; aip cc Ay, | by (L1)
a1 dzp ot Ay | by (Ly)
an,l an,2 e an,n bn (Ln)
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for k allant de 1 a n do

if il existe une ligne i > k telle que a;; # 0 then
‘ Permutation Ly & L;;

else
| Le systéme n’a pas de solution; break ;

end

pivot « ay ;

Ly < a:TLk de sorte que ay x < 1;

for j allant de 1 a n, et différent de k do
| Lj < Lj—ajxLy de sorte que ajx < 0

end
end
T.152
A < 1 2|5 (Ly)
Exemple 135 (Méme exemple que|125). On cherche a résoudre (S) 3 46 (L) -
2
o 1er pivot = 1 coeff diagonal (ici 1) porté par la ligne 1 et la colonne 1
— Permutation pas nécessaire
— ay,; < 1 :déja fait!
— aj,1 < 0: on modifie toutes les lignes autres que celle du pivot de sorte a annuler les coef
dans la colonne 1 en utilisant (L;) : (S) & [ (1) _22 _59 ] en faisant L, « L, — 3L,
e 2¢pivot = 2¢ coef diagonal (ici —2) porté par la ligne 2 et la colonne 2
— Permutation pas nécessaire
1 2| 5 .
— ay—1:(Se [ 0 192 ] en faisant L, « —L,/2
— aj,1 < 0: on modifie toutes les lignes autres que celle du pivot de sorte a annuler les coef
dans la colonne 2 en utilisant (L,) : (S) & [ (1) (1) 9_/42 ] en faisant L; « L; —2L,
* On conclut que x; = -4 et x, = 9/2.
A Remarque : Seule la matrice A détermine les étapes dans la résolution par la méthode du pivot. T.153

4.2.6 Exercices

© ExercicE 57. Résoudre avec la méthode du pivot de Gauss, les systémes d’équations suivants :

2x+ yp+2z=7 x+ v+ z=1

3x—2y+3z=2 X+2y+32=2

2x+2y-3z=9 x+3y+4z=2
Correction :

Avec la notation matricielle compacte, le systeme équivaut a :

21 2 |7
(S) e 3 -2 3 |2
|2 2 -3 9}
r 1 7 r 1 7
Pt ; 2 ; N R T SN (1) % (1) g% a5k
2 2 309 Lo 1 5|2 Ly —1Ls-2L
. 1 L1 |2 [1 0 1 |1 |
A 12 0 %77} Ly—-Ly/(}) & [0 1 0 1;7 Iil:il:zh
01 -5]2 |0 0 5|32 3 32
pivot3’1o1% [1 0 o] &
=N 01 0¥ Lye—-L3/5 < |0 1 0|¥ Ly«—L;—1Ls
[0 0 13 [0 0 1%
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Avec la notation matricielle compacte, le systéme équivaut a :

(1 1 11
(S) o 1 2 3|2
| 1 3 4|2
. (1 1 11
ST o1 2] P
[0 2 3|1 3 o
pivot 2 1.0 -110 Li—Ly-L,
e (o bzl Ly —L3—2L
[0 0 -1]-1 ’ o
(1 0 -1/0 1 0 0|1
ivot 3
ST 101 2 |1 Lye—-Ly o o1 o1 | Lihitls
00 1 |1 00 1|1 Ly =1=2L,
O
© Exercice 58. Exercice type :  Soit le systéme d’équations{ fc t A; i ;
@ A quelle condition sur A s’agit-il d’'un systéme de Cramer?
@ Résoudre le systéme,en fonction de A et a.
O

T.154

© Exercice 59. Résolution d’un probléme d'interpolation : Connaissant trois points d’une courbe :

A= (;), B= (;) etC= (i), trouver une fonction de la forme ax? + bx + ¢ qui passe par ces points.

, . B X
Correction : On cherche l'ensemble des points M de coordonnées (31) tels que y = ax? + bx + ¢, avec :

V1 :uxf+bx1 +c
Yy = ux% +bx, +c Enremplagant vy, v, v3, X1, X, et x3 par les données numériques de l"énoncé, il faut
V3 :ax§+bx3+c
a+ b+c=2
donc résoudre le systéme de 3 équations:{ 4a+2b+c =7 dontlesinconnuessonta,b et c. En utilisant

léa+4b+c=4
la notation compacte du systéme et la méthode du pivot de Gauss, on obtient :

(1 1 1|2
(S) e 4 2 1|7
|16 4 1|4
pivot 1 1 1 1 2 pivot déja 1
= 0 -2 -3 |-1 Ly —Ly—4L,
L 0 -12 -15| -28 L3(—L3—16L1
[1 1 1 2 1 o0 =L |3
ivot 2 2 —
S o1 3 |1 Ly —-Ly/2 o o1 &1 Ly =Li=L
2 2 2 2 Ly —L3+12L,
| 0 -12 -15| -28 0 0 3 =22
[1 0 F]3 1 0 of =
ivot 3 2 Ly —Li+3L
A o1 3 ; L3 —L3/3 s o1 0 2—5 1<+ 25s
00 1 |22 0 0 1|22 fala=3ls
) 13 23 22 L. ) , 13 , 33 22
On trouve finalementa = ——, b = — et ¢ = ——. Et 'équation recherchée est p = ——x“ + —x— —.

6 2 3 6 2 3
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© Exercice 60. Gauss :  Ecrire les systémes suivants sous forme matricielle et les résoudre a l'aide
de la méthode de Gauss :

x+ v+ z=0 x+2y+ z=0 x+ v+ z=1
X+2y+3z=2 X+2y— z=2 X+2y+3z=2

x+3y+4z=3 x+2y+3z=1 x+3y+4z=2
Correction :

1¢ pivot 2¢ pivot
1 1 1|0 pivot déja a1l 1 0 -1|-2 Li«—Li—-L,
S) & 01 2|2 Ly—L,—L; = 01 2 |2 pivot déjaal
0 2 3|3 Ly«—Lz—1; 0O 0 -1]-1 Ly« L3—2L,
3¢ pivot
1 0 -1]-2 1 0 0|-1 Ly —Li+L;3
S) & 01 2 |2 o 01 0]0 Ly« Ly—2L4
0O 0 1|1 Ly« —Ls 0O 0 1|1
.................................................................................................
1¢ pivot
1 2 1|0 pivot déjaal
(S) < 0O 0 -2]2 Lz — L2 — Ll
0 O 2 1 L3 — L3 — Ll
2¢ pivot
(s) & Plus de pivots non nuls disponibles

Donc le systéme n‘a pas une unique solution. Ici 'équation 2 (—2z = 2) et 'équation (2z = 1) sont contra-
dictoires (car il faudrait que —2 = 1 ce qui n‘est pas possible). Le systéme n’a pas de solutions du tout!

1¢ pivot 2¢ pivot

(1 1 1)1 pivot déjaal (1 0 -1|0 Li—L —-L,
s & 01 2|1 } Ly—L,—1; S 01 2|1 pivot déjaal

|0 2 3|1 Ly—L3—1; | 0 0 -1|-1 Ly« L3-2L,

3¢ pivot

1 0 -11]0 (1 0 01 Ly L +Ls
s & 01 2|1 ] = 01 0]-1 ] Ly« Ly—2L;

|0 0 1 |1 Ly« —L; | 0 0 111

T.155

4.3 Extension a I’inversion matricielle
4.3.1 Principes

Objectif : On cherche a inverser la matrice A.
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Inversion matricielle par la méthode de Cramer
On cherche une matrice X = (x; ;) telle que AX = I,,. 1l s’agit donc de résoudre le systeme obtenu en
développant le produit AX =I,,, avec pour inconnues les coefficients x; ;. C’est a la fois :

* un systéme linéaire de Cramer a n? équations et n? inconnues,

* et n systémes de Cramer indépendants a résoudre comportant chacun » lignes et n inconnues.

T.156

Exemple 136 (Inversion matricielle). Soit A = (1 2) et B = (xl'1 x1,2)' Alors :

3 4 X1 X22
X1,1 +2X2’1 =1
— X1,2 +2x5, =0
AB = Iz g 3x1l1 +4X211 =0 (1)
3X172 +4X272 =1
1 0 2 0 xl,l 1
01 0 2|[x.]|_[o
13 0 4 oflxi| 7|0 (2)
0 3 0 4 X2’2 1
& AX'=B (3)

On obtient un systéme linéaire a 4 équations et 4 inconnues, qu’on peut résoudre a I’aide de 'une des 3
méthodes vues précédemment.
Mais aussi :

5 300
_ 3 4 X211 —\0
AB=1, o L 2\(ra) o (4)
(3 4 X322 - 1
- { g

On se ramene donc a deux systemes linéaires de méme matrice de transformation A. Et comme la mé-
thode du pivot est dictée par la matrice A on peut les résoudre simultanément.

T.157
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4.3.2 Extension de la méthode du pivot de Gauss a I’inversion matricielle

Meéthodologie 137 (Pivot de Gauss pour 'inversion matricielle). Pour calculer I'inverse de A, en uti-
al,l e al;P 1 e 0

lisant les régles d’équivalence sur les lignes, on passe du systeme [A|I,,] =
Qp1 o Ay, | 0 e 1
au systéme [I,|JA7']. Il n’y a plus qu’a relire la matrice A™1.

© Exercice 61. Dire, si les matrices qui suivent sont inversibles, et si oui, calculer leur inverse avec
la méthode du pivot de Gauss :

1 11 1 2 3 4
01 2 3 -1 1
. _11 _11 }] Bz-, , | > C‘(z )
0 0 0 1
L1 Do
Eo- _11 f g B:-, o
1 1 1 0
Correction :
1 1 111 0 O
A) o -1 1 110 1 0
| 1 -1 1|0 0 1
) (1 1 111 0 0 pivot déja 1
pivot 1
= 0 2 211 1 0 Ly—Ly+L
| 0 -2 0|-1 0 1 Ly« Ls—1L1;
r 1 -1 ’
pvor2 |10 01 5 0 Ly <L -1,
| 0 0 2|0 1 1 L3<—L3+2L’2
r 1 -1
pivot 3 100 ? 2 91 )
Lt 0 1 0 3 0 5 L2<—L2—L3
o0 1{0 1 & L« L3/2
(1 2 3 4]1 0 0 0
01 2 3[{0 1 0 O . s e
(B) & 001 20001 0 ler pivot déja fait
| 0 0 0 1|0 0 0 1
1 0 -1 2|1 -2 0 0]
e [ 013070 T 00| ponon
001 2/00 10 P !
| 0 0 0 1 0 0 0 1 |
(1 0 0 O 1 -2 1 0 ] Li<—Li+Ls
Di\g:"' 01 0 -1|/0 1 -2 0 Ly« Ly—2L4
0 0 1 2 0 0 1 0 3éme pivot déja 1
| 0 0 0 1 0 0 0 1 |
1 0 0 0|1 -2 1 0 1
Di\g4 01 0 0|0 1 -2 1 Ly—Ly+Ly
0 01 0|0 O 1 -2 Ly« Ly—2L4
| 0 0 0 170 O 1 | 4eémepivotdéjal
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©) o |71 1|1 0] puo [1 -1]-1 0] Lje-L
2 0 1 05 |2 1 Ly« L,-2L;
pvor2 [ 10 2 % Ly« Li+L)
12 = L)« Ly/5
(1 1 3|1 0 0
(D) & 1 2 4]/0 1 0
| -1 1 0]|0 0 1
) [ 1 1 3|1 0 0 ler pivot déja 1
pivot 1
& 01 1][-1 1 0 Ly—L,-L;
| 0 1 01 Ly—Li+L,
) 1 212 -1 0 2éme pivot déja 1
pivot 2
= 01 1]-1 1 o0 Ly <L -L,
0 113 -2 1 Ly« Ly-2L,
A (1 0 0|-4 3 =2 3éme pivot déja 1
pivot 3
= 1 -4 3 -1 Ly« Ly -2Ls
0 113 -2 1 Ly—L,-L;
01 1 1100 0
1 01 1[0 1 0 0
(E) < 110 1(00 10
1 11 0/0 0 0 1
(1 0 1 1/0 1 0 0
i 1
pl\g (1) 1 (1) 1 (1) 8 ? 8 ler pivot nul donc échange L; avec L,
|1 1.1 0/0 0 0 1 |
(101 1 ][0 1 0 0 .
- 01 1 1|10 00 jorpotceat
01 -1 0 (0 -1 10 Cor
|01 0 -1|/0 -1 0 1 S
101 1]0 1 00
Pi\gZ 0 1 1 1 1 0 0 0 2éme pivot déja 1
00 -2 -1|-1 -1 10 Ly—L;-1L,
00 -1 -2|-1 -1 0 1 Ly—Ly-1L,
1 00 % 3 3 % 0] Ly«L-L,
Pvot3 10 1 0 5 3 3 0 Ly« L,-L,
001 5[5 &+ o L}« —L3/2
000 |3 3L L 1| Ly—Ly+L
(1 0 0 0% 3 % % Ly« L -%L)
Pvotd | 0 1 0 0[5 F 3 3 Ly« L,-3L}
00105 + 2 3 Ly« Ly—3L)
oo o0 1|5 + I 2] Li—-L/3
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T.159

© Exercice 62. Inversion de matrices 2x2 :  Dire si l'inversion de la matrice est possible, et si oui

inverser-la :
1 2 1 6 1 2
Al_(3 4) A2_(9 3) A3_(2 4)
3 4
A4:(1 5) Bas=4, x4, Ba=4,x4,
A =4,x4, Ba:-4a! Bla, =34,
Correction :
L (-2 1
Bldeta)=—2,47' =3 |
2 T2
1 2
Bl det(A,) = 51, 45! :( 1717 )
17 751

det(A3) =0, A3 non inversible

B det(A,) =11, 4;' = 11]( o

~——

—_

gl

5 _
(A1Az)71 =Aj'AT :( Y5 4

1 34 ? !
s (N (‘1101 D] )

|

(=]
LS}

Bl =) - (‘317 1371)

v
BlGa)t=1a)" (_13 3 )
2 6
O
T.160
© Exercice 63. Inversion des matrices 2x2 :  Soit A = (Z Z)
® Montrer que A% —(a+d)A + (ad — bc)I, = 0.
1
@ En déduire que si A est inversible, alors A™! = ((a +d)I, —A).
ad —bc
Correction : @ En utilisant U'expression de la matrice A :
A’ —(a+d)A+ (ad - bo)l,
_(a*+bc bla+d) _[la+d)a (a+d)b N ad —bc 0
“\c(a+d) d*+bc (a+d)c (a+d)d 0 ad —bc
0 0
N (0 0) =0

@ De l'équation matricielle A2 — (a+ d)A + (ad — bc)I, = 0, on déduit que :
() © A’-(a+d)A=—-(ad-bo)l,
o A(A-(a+d)I,)=—(ad -bc)I, (factorisation)

o Ax ((a+d)I,—A)=1I, (division par -(ad-bc))

ad —bc

Afl

1
Dot A~ = ——-(a+ DI -A).
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O

1 m m?
© Exercice 64. Inversibilité : Pour tout nombre réel m, on considére la matrice A(m) =|m m?> m
1 0 m
Déterminer pour quelles valeurs de m la matrice A(m) est inversible, puis déterminer l'inverse avec la
méthode du pivot de Gauss.

Correction :
e Calcul du déterminant : en développant suivant la derniére ligne, on a : A(m) = w2 m +
L m 2 4 2 2 2 2 2
mi 2 |Tmo—m +m(m*—m*) =m(1 —m*) =m(1 —m)(1 +m).
¢ Inversibilité : le déterminant s’annule pour m = 0, m = 1, m = —1. Ce sont les trois valeurs de m
pour laquelle la matrice n'est pas inversible. Pour toute autre valeur, A7l existe
O

T.161

76



Ressource R213

4.4 Systemes linéaires quelconques

4.4.1 Nombre de solutions d’un systeme linéaire quelconque

Définition 138 (Lignes linéairement indépendantes). Soit un systeme linéaire quelconque de m
inconnues et # équations. Les lignes du systeme sont linéairement indépendantes s’il n’existe pas

n
n coefficients Ay autres que 0 tels que Z/\kLk =07 41 |
k=1

x=y=2 (L)
2x-2y=4 (Lp)
deux lignes linéaires dépendantes.

Exemple 139 ({ ). Avec Ly = (1 -1 2) et L, = (2 -2 4), ona2L; —L; =03 donc

{ )
Définition 140 (Systeme linéaire sous-déterminé). Un systeme linéaire est sous-déterminé lorsque

le nombre de lignes linéairement indépendantes est inférieur au nombre d’inconnues.
\ J

( )
Définition 141 (Systeme linéaire sous-déterminé, sur-déterminé). Un systéme linéaire est sur-
déterminé lorsque le nombre de lignes linéairement indépendantes est supérieur au nombre d’in-

| connues.

2x+y=1
. 2x+y+z=1 , ., Y ) L,
Exemple 142 (Des systémes). . est sous-déterminé; { x+y =-1 est sur-déterminé
X+y-—z=-—
Y x-y=3
4 )

Théoreme 143 (Nombre de solutions d’un systéme). Soit un systeme linéaire AX = B. Alors :

* S’il posséde autant d’inconnues (p) que d’équations et s’il est de Cramer (lignes linéairement indé-
pendantes), alors il posséde une solution unique X = A~' B (cf. méthodes précédentes).

Sinon :
o Si le systeme est sous-déterminé, il posséde une infinité de solutions;

o Sile systeme est sur-déterminé, il ne posséde aucune solution.

4.4.2 Résolution des systémes carrés

Méthodologie 144 (Pivot de Gauss pour les systemes carrés (n = m)). Partant du systéme matriciel
carré, ® utiliser les régles d’équivalence pour obtenir un systéme linéaire équivalent A’X = B’ dans
lequel A’ est triangulaire supérieure :

7 7 7
a1 o A (X1 by a0 0 A (%1 by
= Lt =
7 ’
A1 o Aun/) \Xy by, 0 Aun) \Xn by,
| —_—— —_—  — P
A X B A X B’

Puis @ analyser les cas de figure :

e Siladerniére ligne de A’ est non nulle : systéme de Cramer avec une solution unique qui se résout
par substitution progressive.

e Si les k derniéres lignes de A’ sont nulles et correspondent chacune a des coefficients nuls dans
B’ : systéme sous-déterminé avec une infinité de solutions obtenues en exprimant k inconnues en
fonction des n—k inconnues restantes;
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o Si l'une des lignes de A’ est nulle et correspond d un coefficient non nul dans B’ : systéme sur-
déterminé n’ayant pas de solution.
T.165
4.4.3 Résolution des systemes non carrés
Méthodologie 145 (Pivot de Gauss pour les systémes non carrés avec n < m). Partant du systéme
matriciel, ® utiliser les régles d’équivalence sur les lignes pour obtenir un systéme linéaire équivalent
A’X = B’ dans lequel A’ est le début d’une matrice triangulaire supérieure :
7 7
a1t Aum X by B N A ! by
= Py =
An1 " Aum Xm by 0 u;l,k a1’1,m Xm b;z
S~— S~— S~— S~—
A X B A’ X B’

Puis @ analyser les cas de figure :

o Si les k derniéres lignes de A’ sont nulles et que les k derniéres lignes de B’ sont nulles aussi :
Systéme sous-déterminé ayant une infinité de solutions obtenues en exprimant k inconnues en
fonction des m — k restantes;

e Si l'une des lignes (la k¢) de A’ est nulle tandis que la k¢ ligne de B’ n’est pas nulle : Systéme
sur-déterminé n’ayant pas de solution.

T.166
Méthodologie 146 (Pivot de Gauss pour les systemes non carrés avec n > m). Partant du systéme
matriciel, © utiliser les régles d’équivalence pour obtenir un systéme linéaire équivalent A’X = B’ dans
lequel les m premiéres lignes de A’ constituent une matrice triangulaire supérieure dont les n-m
lignes derniéres sont nulles :
. , , ‘
(11’1 ﬂl’m X1 bl al,l e al,m . bl
1 .
. : X b.’
a a Xm| =|bn| © , =
m,1 m,m m m ak,m . k
0
X ,
an,1 o Aum Xm bn S~ bn
—,——— — ~—— D X ~——
A b B A’ B’
@ Analyser ensuite les solutions :

o Siles m 1¢ lignes de A’ sont non nulles, si les n —m derniéres lignes de A’ sont nulles et si les m
derniers coefficients de B” sont nuls : systéme de Cramer avec une solution unique obtenue en ne
gardant que les m 1¢ lignes.

e Si k lignes de A’ sont nulles et sont chacune associées d un coefficient dans B’ nul : infinité de
solutions obtenues en exprimant k inconnues en fonction de m —k parametres;

o Siune ligne de A’ (la k) est nulle et que le k coefficient de B’ est non nul : aucune solution.

T.167

4.5 Exercices

© Exercice 65. Résolution de systémes linéaires : Pour chacun des systémes linéaires suivants,
donner la notation matricielle compacte correspondante, puis trouver 'ensemble de solutions en utili-
sant la méthode la plus appropriée :
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2x+py =1 2x+y-z=1
x+y=-1 x+y+z=-1
3x+y=3 4x+3yp+z=-1
2x+y-z=1
xry-z=1 x-y+z=1
B x-y+z=1 4 -
. y . x+y+z=-1
3x-y+z=-1
x+y—-z=2
]
Correction :
2 1)1
S) & 1 1|-1
113
[ 1 1 ’
pivot 1 1 ? 23 L1<—L1/2 ,
< 0 2 Va Lz(—Lz—Ll
0o % Ly« L;—3L]
i 1vr
pivot 2 1 0|2 L] — Ll - ELZ
o 0 1]-3 L)« 2L,
0 00 Ly« Ly+ 1L

La derniere équation indiquée par le systéme s’interprétant comme Ox + Oy = 0, ce qui est toujours vrai,
alors le systeme admet effectivement une solution : x =2, y = —3.

21 -1]1
(S) & 11 1 |-1
4 3 1 |-1
— 1 =11 ,
pivot 1 1 ? 37 23 Ll «— L1/2 ,
L 0 5 5 > L2 «— Lz — Ll ,
|0 1 3 |-3 ]| Lz<L3z—4L;
177/
pivot 2 1 0 -212 Ly« L —5L
o 1 3 |-3 L) « 2L,
0 0 O 0 L3 «— L3 - L’Z
x—=2z=2
o y+3z=-3 retraduction sous forme de systeme
0=0

La derniéere équation indiquée par le systeme s’interprétant comme 0x + 0y + 0z = 0, ce qui est toujours
vrai, le systeme perd une contrainte au profit d'un degré de liberté. Notons A ce degré de liberté et
choisissons de 'affecter (puisque ni x, ni y, ni z n’a encore de valeur imposée) a I'inconnue z.

Finalement,
x—2z=2
(S) & y+3z=-3 ajout du degré de liberté
z=2A

xX=2+2z=2+2A
=N y=-3-3z=-3-31
z=2A

en exprimant les variables
en fonction du degré de liberté
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Le systeme admet donc une infinité de solutions de la forme : x =2+2A, y =-3-31etz= A avec A un
parameétre réel quelconque.

. [1 1 -1]1 ] lerpivotdéal
pivot 1
& 0 -2 2 10 Ly—L,-L
i 0 -4 4 -4 ] L3 — L3 - 3L1
pivot 2 (1 0 0 |1 Ly« L;-L}
S 01 -1]0 L)« —L,/2
| 0 0 0 | -4 Ly« Ly +4L)

La derniére ligne s’interprétant comme Ox + 0y + 0z = —4, ce qui est impossible, alors le systéeme n’a pas
de solution : S = 0.

(2 1 -1
1 -1 1
(5) < 11 1 |-1
11 12
(1 1 F3 L}« L/2
pivotl | 0 32 303 Ly« L,-L;
0§ 33| beboy
IR Ly—Ly—1L]
(1 0 0 |2 Ly« L -3L,
pivet2 | 0 1 -1 = Ly« ~Ly/(3)
002 |3 Ly« Ly—1L,
[0 0 0 |2 Ly« Ly—3L,
(1 0 0%
ivot 3 —
AN 8 (1) ? - Ly Ly+L}
3 L, « L3/2
0 0 03 s L/

La derniére ligne s’interprétant comme O0x + 0y + 0z = % ce qui est impossible, alors le systéme n’a pas de
solution : S = 0.

© ExercicE 66. Résolution d’un systéme linéaire paramétré :  Soit A € C un nombre complexe quel-
A-1)x+(1-1)=0
conque. Résoudre et discuter suivant la valeur de A le systéme d’équations: { 2x+ (1 + M)y + (1 + 1)z =2
X+yp+Az=1
Correction : Notation compacte :
A-1 0 0 |A-1
2 1+A 1+A| 2
1 1 A 1

A+1 A+1
1 A

(A=1)%(A +1). Ce déterminant est donc nul si et seulement si A =1 ou A = —1. On va donc étre amené
a étudier différents cas :

. Le déterminant du systéme vaut (A —1)

=(A-1)AA-1)=(A+1)=(A-1)A+1)(A=1) =
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e sid=1:lesystéme s’écrit

0 0 0}0
2 2 22
1 1 1(1

d'otx =1-y -2z 7,z quelconques : S = {(1 -y —z,y,2),(x,v) € R?};

-2 0 0 (-2
2 0 012
1 1 -1]|1

Les solutions sont alors tellesquex=1ety =z:S={(1,9,9),v € R}.

e sid=-1, le systéme s’écrit

* sil=1etA=-1,lesystéme posséde une unique solutionx=1,y=0,z=0:S5 ={(0,0,0)}.
O

© ExEeRrcICE 67. Matrice de rotation :  Soit x € R un nombre réel quelconque et soit A(x) la matrice
cosx —sin x)

définie par A(x) = (smx CoS X

® Montrer que A(x) est inversible, puis calculer son inverse et montrer que A~ (x) = A(—x).
® Montrer que A(x)? = A(2x).
® En déduire A(x)" pour tout entier relatif n.

Correction :
1. det(A(x)) = cos® x+sin® x = 1 # 0, donc A(x) est bien inversible;; de plus (cpsx —smx)( cosx smx):
sinx cosx |\-sinx cosx
( ) ), d’oui le résultat.
2 . .
cos’x—sin’x —2cosxsinx cos(2x) —sin(2x)

2. A = . =" =A(2x);

(x)? ( 2cosxsinx cos2x—sm2x) (sm(Zx) cos(2x) (2x)

3. enitérant, on trouve que A(x)" = A(nx), pour tout entier positif 7. Et comme A(x)”! = A(-x), on en
déduit que A(x)" = A(nx) pour tout entier positif, négatif ou nul.

O
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