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Algebre linéaire

T1

1 L’espace vectoriel R”

1.1 Rappel sur la 2D : L’espace vectoriel R?

1.1.1 Les vecteurs de R2
{ N\
V1
V2

Définition 1 (Espace des vecteurs R?). L'ensemble des vecteurs 7 = ( ) d’abscisse v et d’ordonnée

v, dans le repére (0,7, 7) forme I’espace (ensemble) de vecteurs R? : R? = {17: (zl)/vl eR,v, € R}.
2
Cf. figure[]
.

J

Les vecteurs traduisent un déplacement d’un point de départ vers un point d’arrivée; ils sont carac-
térisés par :
* Une direction (sens du déplacement)

* Une longueur

Exemple 2 (Des vecteurs de R?). Le zéro vectoriel 0= (8), le vecteur ((1))
T3

1.1.2 L’addition et la multiplication externe dans RR?

{ )
Définition 3 (Opérations vectorielles dans R?). L'espace de vecteurs R? peut étre muni de deux
opérations :

1. l’addition vectorielle : (ul ) + (vl) = (u1 + vl)
Uy %) Uy +7v;

2. la multiplication externe par un réel : A(vl) = (Avl)
(%) /\’Uz

r 3
Théoreme 4 (Stabilité d’un espace vectoriel). Un espace vectoriel est :

o stable pour laddition, c’est-d-dire que pour deux vecteurs il et U de I'ensemble, la somme i + V'
est un vecteur de I’espace

* stable pour la multiplication externe, c’est-d-dire que pour un vecteur v et un réel A, le vecteur
AV est un vecteur de I'espace

T4

1.1.3 Combinaisons linéaires dans R?

Définition 5 (Familles de vecteurs). Une famille de vecteurs F est un ensemble de m vecteurs. Si
les m vecteurs sont notés v avec j variant de 1 a m, la famille est notée F = {v},7},...,7;,} ou en
abrégé F = {17]}

j=l.m’
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Algebre linéaire

Définition 6 (Combinaisons linéaires). Etant donnée une famille de m vecteurs F = {77 et

]}jzl..m

m
étant donnés m réels, notés A; avec j variant de 1 a m, le vecteur v'= A v} + Ay 05 +...+ A, Uy = Z/\jﬁ’j
j=1

est appelé combinaison linéaire (CL) des vecteurs v; et des réels A;.

Ecriture matricielle d’une combinaison linéaire de 3 vecteurs

. u v w . . .
Soient it = 1), 7= ']|etw= wl trois vecteurs de R?, et soient trois réels A;, A, et A5. Alors la CL

2 V2 2
g . o .
= A i+ AU+ A3W a pour expression matricielle :

N
0 v w
Up vy wy
F= u) v, wp

Remarque : I’écriture se généralise aisément pour une CL de m vecteurs en augmentant le nombre
de colonnes de la matrice F

— 2 — — _1 g — — —
© Exercice 1. : Soient © = ( ), v = (0) etw = ( ) Calculer t = 2u — v — w de deux fagons

différentes. O

1.1.4 Bases de R2

1.1.4.A La base canonique de R?

. . , . . v
Il existe deux vecteurs 7, J(cf. ﬁgure tels que tout vecteur de I'espace vectoriel R? noté 7 = (vl)
2
gt s . v
s’écrit de maniére unique : v = (vl) =V T+ v,].
2

Cette combinaison linéaire s’interprete comme une série de déplacements partant du point de dé-
part vers le point d’arrivée du vecteur : un déplacement dans la direction 7’de longueur v; suivi d’un
déplacement dans la direction 7’de longueur v,.

(Oy)
Vap------ \M(v1,02)
” i
o/
k// :
N I
i :
) 1
000 | 7" w (Ox)

Ficure 1 — Le plan 2D, ses vecteurs et sa base canonique.
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Définition 7 (Notion de base). On dit que la famille B = (T,’f) forme la base canonique de R?

et que le couple (v{,v,) donne les coordonnées de v dans la base (?,j v s’interpréte comme
'abscisse de v et v, comme l'ordonnée de v dans le plan 2D.

Remarques :
* Il existe en fait une infinité de bases de R? : (—]_,’—?) , (—Z—f) , (?— ]_,’?+T) , (7—]_,7) .
* Les coordonnées dépendent de la base : pour 7, si elles sont égales a (v{,v,) dans la base B = (?,f) )

alors elles sont égales a (v,,v1) dans la base B’ = (T,T) .
¢ Les coordonnées sont ordonnées.

1.1.4.B Les bases de R?

{ )

- -
Définition 8 (Base). Une base 5 de I’espace vectoriel R? est une famille de deux vecteurs ( 1 2)
- v . et 28 -
de R? choisis de sorte que tout vecteur v’ = (vl) de R? puisse s’écrire de maniére unique sous la
2

2
forme d’une combinaison linéaire (CL) des vecteurs de la base : v = (Zl) = /\131 + /\232 = ZA,-E.
2 :
i=1
. J

Remarque : Il existe une infinité de bases de R?.

Définition 9 (Dimension de R?). Toutes les bases de R? comportent exactement deux vecteurs.
C’est pourquoi on dit que R? est de dimension 2. Et on note dim(RR?) = 2.

1.1.5 Coordonnées d’un vecteur sur une base de R?

1.1.5.A Coordonnées

Définition 10 (Coordonnées d’un vecteur). Soit B = (El,gz) une base de R?. Ecrire un vecteur

V= (Zl) sous la forme d’une CL 7= A, b, + A,b, s’appelle décomposer v sur la base B = (E,EZ).
2

Les réels A; et A, obtenus sont uniques et s’appellent les coordonnées de v dans la base B : 1,

- -
est la coordonnée de v sur b; et A, est la coordonnée de v’ sur b,.
\ J

Ecriture matricielle des vecteurs et de leurs coordonnées
La représentation matricielle d’un vecteur ¥ de coordonnées (A;, A,) dans la base B est le vecteur co-

lonne V = (/\1) .
Ay A

Remarque : Lorsque la B est la base canonique, A; = v; et A, = v,; on omet souvent la mention de la
base dans les coordonnées.

1.1.5.B Unicité des coordonnées sur une base

Propriété 11 (Unicité de la décomposition sur une base). Soient if = All_;l + )\252 etv= ;4151 + ]/lzgz deux

vecteurs de R? ayant pour base B = (51,52) . Alors dire que les coordonnées des vecteurs il et v dans la méme
. Lo A =

base B sont uniques signifie que it =V < { /\1 B ﬁl

2=

Propriété 12 (Egalité avec le zéro vectoriel). Soient il = /\151 + /\252. Alors:ii=0 A=A, =0.

T9

T.10

T.12
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1.1.5.C Exercice type

©Exercice 2. :  Quelles sont les coordonnées de 7et Tdans la base canonique de R?. Quelles sont
les coordonnées de 27+ fdans la base (},-1)? O
© Exercice 3. Des bases de R>:  Soient B = (51,52) une base R? et A un scalaire réel non nul.

5 o p)
Montrer que B’ = (/\bl,/\bz) est une autre base de R?. Pour un vecteur ¥’ de coordonnées (Al) sur la
2
B

base B, donner les coordonnées de v dans la base B’.
O
1.1.6 Bilan des représentations d’un vecteur dans R?

Vecteurs 2D
R? est ’'ensemble des vecteurs 2D, représentés par les notations équivalentes données table

Notation Expression
vectorielle v
. . v
sous forme de coordonnées dans la base canonique (vl)
2
7 e : I
avec décomposition sur la base canonique V114 v,]

avec décomposition sur la base B = (El,gz) donnant les coordonnées /\151 + /\252
(A1, A,) de ¥'sur B (dépendantes de la base)

. . , A
matricielle avec les coordonnées de v sur B ( I
B

TasLE 1 - Les différentes représentations d’un vecteur de R.

1.2 nD: Généralisation a I’espace vectoriel R”
1.2.1 Vecteurs de R” et opérations vectorielles

On peut facilement généraliser les vecteurs de la 2D a la nD, 'addition, la multiplication externe et
la dimension...

{ )
Définition 13 (Espace vectoriel R"). L'espace vectoriel R" est formé de I'ensemble des vecteurs
o1
Ly
¥ définis par n valeurs | . | ou les v; sont des nombres réels. Il est muni d’opérations vectoriels :
vn
. I’addition et la multiplication externe, et est stable pour ces deux opérations.
J
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-
Définition 14 (Opérations vectorielles dans R").

Uy 1 up+v
Uy (%) Uy +7v;)
1. L’addition vectorielle:| | [+] . |=
U, v, U, +v,
(41 /\1/1
(%] /\’Uz

2. La multiplication externe parunréel A: A| . [=

v, Av,

\
1.2.2 Combinaisons linéaires dans R"
-
Définition 15 (Combinaison linéaire et matrice associée a une famille de vecteurs). Soient m vec-
Vi
V)i &
teurs v; =| . |de R", alors la combinaison linéaire (CL) ¥ = A 0] + Ay¥s + ... + A, U, = E A7, a
: ':1
VUn,i
A
- /\2 - - —
pour écriture matricielle v=F x| _ |avec F la matrice associée a la famille F = (v}, v5,...,v,,), de
Am
taille n x m, et définie par :
— — —
41 1% Um
7/1’1 ’Vl'z . vl,m
V2,1 V22 «ov Vom
F =
Vn,l Vn,z (XX vn,m

1.2.3 Bases et coordonnées dans R"

Cf. table[2

1.3 Sous-espaces vectoriels de R"

1.3.1 Stabilité d’un ensemble vectoriel

-
Définition 16 (Ensemble stable pour ’addition). Un ensemble de vecteurs FF est stable pour 1’ad-
dition si et seulement si, pour tout i/, v de IF, on a i + V'€ [F.

Définition 17 (Ensemble stable pour la multiplication externe). Un ensemble de vecteurs F est
stable pour la multiplication externe si et seulement si, pour tout v’ de [F et pour tout nombre réel
A, alors A\v' e F.

Théoréme 18 (Ensemble stable). Un ensemble de vecteurs [E est stable pour Uaddition et la multiplica-
tion externe si et seulement si pour tout vecteur if, vde IF et pour tout réel A, on a il + \V € IF.

T.16

T.17

T.18

T.19
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En 2D EnnD (n > 3)
Espace vectoriel R? R"
X1
X2
Vecteur V= (xl) v=| .
X2 .
x?’l
Dimension 2 n
Base B Famille de 2 vecteurs Famille de n vecteurs
(61,8:) (61,6, )
17 = All_;l +Azb_; 17 = /\131 +/\232+...+/\nyn
, .l 2 n
Décomposition - >
i=1 i=1
Al
, S (A L A2
Coordonnées sur B V= v=] .
A2/ :
Ay 5

TaBLE 2 — Généralisation a la nD.

1.3.2 Définition d’un sous-espace vectoriel

Définition 19 (Sous-espaces vectoriels). Soit [F une partie de R" (autrement dit IF ¢ R"). On dit
que [F est un sous-espace vectoriel (SEV) de R" lorsque :

1. IF est non vide (c’est-a-dire contient au moins un vecteur);

2. FF est stable pour l’addition et pour la multiplication externe.

Exemple 20 (Un sous-espace).

v .
L’ensemble FF des vecteurs v = (1/1) tels que v; = v, est un sous-espace vectoriel de R?, car :
2

« 0= (8) € F (puisque 0=0);

* pour tout v'= (

1.3.3 Exercice type

© Exercice 4. Exercice type :

v
1)etﬁ):(
(%) u

) vérifie bien u; + Avy = u; + Av, donc appartient a IF (stabilité).

Uy
2

) de FF donc tel que vy = v, et u; = u,, et pour tout réel A, le vecteur

Montrer que 'ensemble :

. {17_ (x)/x € ]R} est un sous-espace vectoriel de R?.

0

1

.{;

2x

X , .
( )/x € ]R} n‘est pas un sous-espace vectoriel de R?.

o {77: ( X )/x € ]R} est un sous-espace vectoriel de R?.



Algebre linéaire

V1
© ExEeRcICE 5. Sous-espace vectoriel de R3 :  On se place dans R3 et ses vecteurs v = | v, | définis
V3
*)*)_) 2 . ~
par leur coordonnées dans la base canonique (7,7, k). Déterminez lesquels des ensembles de [E; a [Es
sont des sous-espaces vectoriels de R3. Le cas échéant, explicitez quelle propriété n‘est pas vérifiée.

® E; = {ve]R/v1+v2+v3_O}
@]Ez_{ve]R3/v1+v2+v3_4}
®IE3_{ R3/v1+v2—v3—0etv1+vz+v3—0}
@ Ey= {ve]RS/vl—vg_O}
(e

® E5={veR%/v3(v{ +v3)= 0}

T.22
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2 Bases de R”

2.1 Familles de vecteurs de R"

2.1.1 D’un vecteur a une combinaison linéaire de vecteurs

2.1.1.A Problématique

D’un vecteur a une combinaison linéaire
Soit F = (171,...,17m) une famille de m vecteurs de R"”, de matrice associée F.
Un vecteur v de R" est une combinaison linéaire des vecteurs de F s’il existe (au moins) une famille
M
de mréels (Ay,..,A,,) telle que ¥ = A7] +... + A,,V,,, ou de maniére équivalente, telle que : v = F
1 m 1Y1 mYm :
Am
En d’autres termes, ¥ est une combinaison linéaires de vecteurs de F si et seulement si I’équation

— -
matricielle ¥'= F A de vecteur d’inconnues A admet (au moins) une solution.
T.24

2.1.1.B Solutions d’un systéme linéaire

Rappels des solutions d’un systéme linéaire carré
Une équation matricielle AX = B, d’inconnues X, représentant un systéme linéaire de n équations a n

inconnues, admet :
* lorsque A est inversible, c’est-a-dire lorsque det(A) # 0, une unique solution valant X = A™'B;

¢ lorsque A n’est pas inversible (cas det(A) = 0), soit 0 solution soit une infinité (donc plusieurs)

solutions.
Remarque : Si le nombre d’équations n est différent du nombre d’inconnues m alors
¢ il peut y avoir 0 ou une infinité de solutions si n < m;

¢ il peut y avoir 0, 1 ou une infinité de solutions si n > m.

125  Dans les deux cas, la résolution du systeme peut se faire en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

2.1.1.C Exercice type

1 2 14
© Exercice 6. Exercice type :  On considére dans R? les vecteurs i = |-1|, ¥ =|1|etf=]| 4
2 0 4
Montrer que le vecteur ¥ est combinaison linéaire de if et ¥, ]
T.26
© Exercice 7. Combinaisons linéaires en 3D :
13 9 0 1
On considére les vecteurs ¥ = |—19|, v, =|—4|, 73 =[1|, ¥4 =| 0 |. Préciser, dans chacun des cas
6 -1 1 -1
1
suivants, si le vecteur 77] est une combinaison linéaire (CL) des vecteurs i; indiqués avec : 1] = | -3,
2
-2 3 -4
172: 1 ,%3: 0 et174: -3
1 -1 7
@ 7] est-il une CL de i1} et i/, ?
@ 7, est-ilune CL de i1}, if; et i3 ?

® vj3 est-il une CL de i1}, i, et iy ?

10



Algebre linéaire

@ v, est-il une CL de i1}, i, et iy ?

2.1.2 Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

{ )
Définition 21 (Espace vectoriel engendré). Soit F = 171,...,17m) une famille de m vecteurs de R".
L'espace vectoriel engendré par la famille F est 'ensemble formé par toutes les combinaisons

linéaires des vecteurs de F. On le note Vect(F).
\ J

{ )
Théoreme 22 (Espace vectoriel engendré). Un espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs
F de R" est un sous-espace vectoriel de R".

L J

Exemple 23 (Un sous-espace vectoriel engendré). Dans R?, I’ensemble des vecteurs engendré par la
famille F = (1) est 'ensemble des vecteurs s’écrivant ATavec A € R quelconque. C’est un sous-espace
vectoriel de R?.

2.1.3 Famille génératrice
2.1.3.A Définition

{ )

Définition 24 (Famille génératrice). Une famille de vecteurs F = (771, oy Uy ) de R est une famille
génératrice de R” si et seulement si I’espace vectoriel engendré par F, noté Vect(F), est 'ensemble
R" tout entier. On dit alors que F génére R". Autrement dit, 7 est une famille génératrice de
R” si et seulement si tout vecteur v’ de R” s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs
(171,...,17m) . (Pour un méme vecteur, plusieurs combinaisons linéaires peuvent étre possibles).

m
Mathématiquement :Vect (v, ..., 7,,) = R" © Ve R",A(A;)iz1., e R /¥ = Zz\,ﬂ
i=1

s 3
Théoréme 25 (Taille d’'une famille génératrice). Une famille F = (17’1,...,17m) de R" doit contenir
suffisamment de vecteurs pour générer R". Précisément, on doit avoir m > n, sinon F ne peut pas étre
une famille génératrice.

2.1.3.B Exemples et méthodologie
Exemple 26 (Une famille génératrice de R?).

Soient v} = (}) et v, = (_11) deux vecteurs de R?. La famille (171,172) est une famille génératrice de
R2.

Uy

’ . -
Démonstration. € Prenons ' = (u
2

) un vecteur quelconque.

© Cherchons les réels A1, A, de sa décomposition sur la famille (771,772) .

. g N D =+ A . .
Q 1ls doivent vérifier : if = A 7] + A,¥, ce qui équivaut a { ul _ Al /\2 . La résolution de ce
2= A1~ A2
R . . U +u U —u
systéme d’inconnus A; et A, (et de parametres u; et u,) donne : Ay = % et A, = (1—22)

© Donc tout vecteur 7 peut s’écrire comme une combinaison linéaire de v et v, (CQFD), avec

(g +up) o, (ug—up)
V).

d’aill il = +
ailleurs u 5 U 7

O

11
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Exemple 27 (Une famille génératrice de R3).

-1 0 0
Soit 7, =| 0 |, #» =|1] et 3 = |0 trois vecteurs de R® donnés avec leur coordonnées sur la base
0 0 1

5
canonique (7,7,k). La famille (171,172,173) génére R3.
Uy
Démonstration. De maniére évidente & tout vecteur ir' = | u, | s’écrit : Q it = —u; ¥ + Uy Vs + Uz 3. O
us3

Remarque : Il existe plusieurs familles génératrices pour un méme espace vectoriel ; elles n‘ont pas
toutes le méme nombre de vecteurs, mais ont nécessairement un nombre de vecteurs m supérieur ou
égal a la dimension de 'espace .

2.1.3.C Un probleme qui revient a résoudre un systeme

Montrer qu’une famille est génératrice revient a résoudre un systéme!
Soit une famille F de m vecteurs ;. F génére R" si et seulement si pour tout vecteur v, il existe des

m
réels A; permettant d’écrire v = A,;7;. Cette combinaison linéaire s’écrit matriciellement ¥’ = FXou
i=1
A
S | A2
A=| . |etF estlamatrice associée a F (matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs v;
Am

dans l'ordre).
2 . . . z . . . g
Donc ¥ peut s’écrire comme une CL des vecteurs v; si et seulement si ’équation matricielle 7= FA
-
de vecteurs d’inconnues A admet au moins une solution (une ou plusieurs).

Rappel : le systéeme v'= EX, lorsque :
* la dimension du vecteur 7 est la méme que le nombre d’inconnues de X (donc que le nombre de
vecteurs dans la famille F)
* autrement dit lorsque F est une matrice carrée,
admet :
* une unique solution si F est inversible (donc de déterminant non nul)

* 0 ou une infinité de solutions si F n’est pas inversible (donc de déterminant nul).

2.1.3.D Exercice type

1 1 0
© Exercice 8. Exercice-type :  Soient v; = [1|, 7, = | 0 | et ¥5 = |—1]|. Montrer que la famille
-1 1
(_)1,172,173) génére R3.
O

-

— - -
© Exercice 9. Génération de R?: Montrer que la famille F constituée des vecteurs by =i etb, = 7+7
est une famille génératrice de R?, ot Tet fsont les deux vecteurs de la base canonique de R2. ]

12

T.30
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2.1.4 Famille liée

Définition 28 (Famille liée). Une famille F de m vecteurs (171,...,17m) de R" est liée (ou linéaire-
ment dépendante) si et seulement s’il existe m réels Ay, ..., A,,, dont au moins un est non nul, de

m

IR

sorte que: ) A;V; = MUy +...+ A, 7, =0.
i=1

Exemple 29 (Dans R?).

La famille (171,172,173) avec 7] = (i), Uy = (1) et U3 (_11) est liée puisque Q ¥} — 27 — 73 = 0
Remarques :

. . , ¢ ., R 1 . - = .,
* Toute famille incluant le vecteur zéro 0 est liée : par exemple si v] = ( ), la famille (v7,0) est liée

0

— 2 =2 o . . re . . . s . 4 . . s o .
car 0.77 + 2.0 = 0 ce qui signifie que la combinaison linéaire trouvée implique deux réels (ici O et
2) dont un au moins n’est pas nul.

e Si (17’1,...,17m) est une famille liée, alors I’'un au moins des vecteurs v; s’écrit comme une combi-

naison linéaire des autres : par exemple v = (f), Uy = (_01) et v3 = ((1)) forme une famille liée (car
7 + 27, — 73 = 0) et donc 7} = —27) + 73
2.1.5 Famille libre
2.1.5.A Définition
( )
Définition 30 (Famille libre). Une famille de m vecteurs (171,...,77m de R” est si elle n’est

=

.’ N . 7 =0 7 .
pas liée, c’est-a-dire que les seuls réels Ay, ..., A,, tels que 117} +... + A,,7,, = 0 sont nécessairement
AM=..=1,=0.

A =0=>Vie[l,m,A;=0

Mathématiquement :{v;},_; ,, libre &

1

m
=1

Théoreme 31 (Taille d’une famille libre). Une famille F = (171,...,17,,,) de R" ne doit pas contenir trop
de vecteurs pour rester libre. Précisément, on doit avoir m < n, sinon Fest nécessairement liée.

Famille libre avec la notation matricielle
Soit F la matrice associée a la famille F des m vecteurs (171,...,17,,,). Alors la famille F est libre si et
A M 0
seulement si I'’équation matricielle F| : |= O,y admet pour unique solution | : [=]:[O0,,;.
A A 0
Remarque : O,,,; est toujours solution. La famille est libre lorsque c’est 1a seule solution. Lorsque la
dimension des vecteurs est la méme que le nombre de vecteurs de F (autrement dit lorsque F est carrée),
il suffit de déterminer si la matrice F est inversible (donc de déterminant non nul) pour conclure que la

famille est libre : en effet, si F est inversible, alors ’équation matricielle a une unique solution, qui est
donc O, 1.

2.1.5.B Exemple
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Algebre linéaire

Exemple 32 (Une famille libre de R3).

1 1
La famille (#},75) formée par #; = |1 |et ¥, =| 1| est une famille libre de R3.
0 1
Démonstration. € Soit Ay, A, tel que A7) + Ayt =0

© Montrons que 1 =1, =0

1 1 0
Q La matrice associée a la famille (v,v,) est F =|1 -1|; I’équation F (Al) =|0| donne un sys-

A
0 1 2 0
/\1 + /\2 =0
téeme sur-déterminé de 3 équations a 2 inconnues : § A; —A, =0 . La derniére équation donne
/\2 =0

A, = 0 puis les deux premieres concluent que A; = A, = 0 (CQFD). La famille est donc libre.
O

Remarque : Si une famille contient le vecteur nul, elle ne peut pas étre libre. Elle est forcément liée.

2.1.5.C Exercice

5 1 3
© Exercice 10. Exercice type : Soient 7, = | -3 |, > =|-2|,#5=| 1 [trois vecteurs de R3. La famille
1 1 -1
formée par les vecteurs (7,75, V3 est-elle libre ou liée?
O]
2.2 Basesde R"
2.2.1 Base et dimension
{ \
Définition 33 (Base). Une famille F de vecteurs (?1, ...,En) de R" est une base de l'espace vecto-
riel R” si et seulement si elle est a la fois :
1. une famille libre (autrement dit “la combinaison linéaire des l_;l- égale a 0 impose des réels nuls”)
2. une famille génératrice de R" (autrement dit “tout vecteur de R" s’écrit comme une combinai-
-
son linéaire des b;”)
n
z . . e e — n | - _ —
Mathématiquement .(bl,..., bn) base © Vv e R",AN(N;)iz1 ,/V = Z/\,-v,-
i=1
. J
{ \
Définition 34 (Dimension). Il existe une infinité de bases d’'un méme espace vectoriel R" mais
toutes ont le méme nombre de vecteurs; ce nombre, noté dim(R"), est la dimension de l’espace
vectoriel. Dans le cas de R", dim(RR") = n.
\ J

Exemple 35 (Des dimensions).
dim(R?) = 2, dim(R3) =3, ...
Soit F une famille de m vecteurs (171,...,17,”) de R". Alors :

* sim > n:lafamille contient trop de vecteurs pour étre libre (elle est donc liée) mais assez pour
étre éventuellement (mais pas nécessairement) génératrice;

* si m < n:la famille ne contient pas assez de vecteurs pour étre génératrice (elle ne peut donc
générer R") mais suffisamment peu pour étre éventuellement (mais pas nécessairement) libre;

e sim=mn:lafamille est libre et génératrice (c’est alors équivalent) si et seulement si son détermi-
nant est non nul.

14



Algebre linéaire

2.2.2 Coordonnées d’un vecteur sur une base

2.2.2.A Décomposition d’un vecteur sur une base

e “
Théoréme 36 (Propriété fondamentale d’une base). Soit B = (51,...,En) une base de R" et v un
vecteur de R™. Alors il existe n réels Ay,..., A, tels que v'= /\131 + /\252 +..+ /\nyn.

Les Ay, ..., A, ont chacun une unique valeur; ce sont les coordonnées de v dans la base B (plus
YR z —> =
précisément A; est la coordonnée de v sur b;).

A
La répresentation matricielle de V' est alors v =
Anlg
\ J
A
Remarque : le vecteur de coordonnées de 7=| : | est dépendant de la base B choisie.
Anlg

2.2.2.B Unicité des coordonnées
s N

Théoréme 37 (Unicité de la décomposition sur une base).

A M
Deux vecteurs V= | : | etif =|: | donnés par leur coordonnées dans une méme base B sont
Aﬂ B ’/lﬂ B
égaux si et seulement si leurs coordonnées sur chacun des vecteurs de base sont égales.
/\1 H1 /\1 =
Mathématiquement NvV=| : | Vi=|'@| V=1 ..
A, =
A B Hnlp n=Hn
\ J
s 3
A
Théoréme 38 (Egalité avec le zéro vectoriel). Soit un vecteur v'=| : | . Alors 7' = 0= A=A, =
Anlg

.=X,=0
\ J
2.2.3 Base canonique de R"
( )

Définition 39 (Base canonique de R"). La base canonique de R" est la famille de vecteurs (El, l_;Q, ..by)
avec:

1 0 0 0
0 1 0 0
b =|91,6,=10,b5=|1|,....5,=]|0
0 0 0 1

—

C’est la généralisation de la base (7,7 k) de R3 a R".

15

T.44

T.45

T.46




T.47

T.48

T.49
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2.2.4 Montrer qu'une famille est une base

-

Théoréme 40 (Base et dimension). La famille B = (31,..., bn) est une base de R si et seulement si B
est libre et contient autant de vecteurs que la dimension de l'espace (autrement dit Card(B) = dim(R")).

Démonstration. & Soit une famille de vecteurs B.

Q Considérons la matrice B associée a la famille B (matrice dont les colonnes sont les coordonnées
-
des b; dans la base canonique de R"):

— si Card(B) = dim(R") (méme nombre de vecteurs que de coordonnées par vecteurs) alors B
est une matrice carrée

— dans ce cas, si la matrice B est inversible (de déterminant non nul), alors la famille B est libre
et est génératrice (cf. transparents sur l'interprétation des familles avec la notation matri-
cielle).

¥ si la famille est libre et génératrice, c’est une base.

2.2.5 Exercices

— — 2 ’ .
© Exercice 11. Exercice type : Montrer que i = (Z) etv= (3) forment une base de l'espace vectoriel

—)

— 1 — 2 —
RR2. Puis donner les coordonnées de %W = (1) dans la base (u,v) . Quelles sont les coordonnées de / et

v dans cette méme base?

O
— 1 — 1 — 0
© Exercice 12. Exercice type : Montrer que les vecteurs by =|1|, b, =|1|et b3 =|1|forment une
2 1 2
-1
base de 'espace vectoriel R3. Donner les coordonnées de v'=| 1 |dans cette base.
0
O
1 -1 4
© Exercice 13. Base 3D : Lesvecteursit=|0|,#=| 1 |, @ =]|-1|forment-ils une base de R3?
2 1 3
O

2.3 Changement de base

2.3.1 Principe

Principe du changement de base
Soient B = (31,52,...,5n) et B’ = (E)i,g;,,g;) deux bases d’un espace vectoriel R” de dimension 7. Soit

V1
ﬁ V2
¥ un vecteur de coordonnées | . dans la base 5. Le changement de base consiste a déterminer les

V"B

16



Algebre linéaire

’
Y1
v

, 2
coordonnées | . de v’ dans la base B’.
./
V)
Remarque : Dans ce contexte, 5 est souvent appelé ancienne base et B’ nouvelle base.

2.3.2 Matrice de changement de base

{ )
Définition 41 (Matrice de changement de base). Soient E)l' les n vecteurs d’une base 5’ ayant chacun

7
by;
7
2T 2,i 2 2 q
pour coordonnées b; = "| dans une base B = (b, ..., b,). On appelle matrice de changement de
)
ni’B

base, de la base 5’ a la base 3 la matrice Pg. - inversible de taille n x n définie par :

— — —
b, b, b,
- ’ ’ 7
b, b1,1 bl,z bl,n
- ’ 7 7
b, b2,1 bz,z b2,n
Pp p =
- ’ ’ 7
b, by, by, oo by,
. J

Remarque : dans la littérature, cette matrice de changement de base s’appelle matrice de passage de
B a B’ car elle “mange” les coordonnées des vecteurs écrits dans B’ pour les retourner dans 5.

Théoreme 42 (Propriété de la matrice de changement de base). Connaissant la matrice de change-
ment de base Pg_ g de B’ vers la base B, alors la matrice de changement de base de BB vers B est P/

etvaut: Pp . p= (PB<—B’)_1'

2.3.3 Coordonnées d’un vecteur dans une nouvelle base

71 Vl
R V2 v,
Propriété 43 (Changement de base). Soit v’ défini par ses coordonnées| . | dans une base Bet| | dans
‘l
V) V)
une base B’. Ses coordonnées sont liées par la relation :
2 V] V] v
7 ’
(%] v, v, (%) .
=Ppp|.| =|.| =Ppesp|.| avecPp.p=(Ps_p)
3 3 :
Vu B Uy B’ vy B’ Uy B

ot P p est la matrice de changement de base de B’ a B et P/ g est la matrice de changement de base de B
abB’.

Cf. figure

Remarque :

2.3.4 Exercices

- -

© Exercice 14. Et de un ...:  Considérons deux bases B = (gl,gz] etC = (Cl,Cz) de R? liées par :

— —
bl :481 +82 etb2:—6€1+?2.
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=) Y
LY b X
=) Y
¥ bé Xy
= ’
e b;l Xn
: . . B’
N~ N~ v
M L
b 1 b 2 m
= ) ’
. A RPN
- ) ,
X2 b, by, b5, - by,
Xy = P ’
5 B, | b B e b

Ficure 2 — Illustration du produit matriciel dans la formule du changement de base.

— 1 . —
@ Soity = (_2) dans C. Donner les coordonnées de v dans la base B.
C

@ Soit X= 31_;1 + Ez. Donner les coordonnées de X dans la base C.

© Exercice 15. Et de deux ... :

Soient b; = (_13), Ez = (_42), ¢, = (_97) etc, = (_75). Les familles B = (El,gz) et C = (¢}, ) forment deux

bases de R2. Etablissez la matrice de changment de base de C a B puis la matrice de changement de B

a C. Donner les coordonnées de 7= ((1)) etde = ((1)) dans B puis dans C.

O
© Exercice 16. Et de trois! : L
El = 4b1 - b2
Soient A = (@y,d,,a3) et B = (b}, by, b3) deux bases de R® avec{ 7, = —_)1 + 32 + 53
@ = by - 2b;
@ Déterminer la matrice de changement de base de A a 5.
@ Calculer les coordonnées du vecteur X = 34 + 4d, + d3 dans la base B.
[
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2.4 Bases orthonormales de R"
2.4.1 Produit scalaire canonique et norme de R"

2.4.1.A Produit scalaire

( )
Définition 44 (Produit scalaire canonique). Le produit scalaire canonique de deux vecteurs if =
up (41
Uy 5 (%) 5
et v =| . | définis par leur coordonnées dans la base canonique de R" se note (u,17’) et se
uVl vVl

calcule avec :

n
N

(it, V) = E UV = U V] + UpVp + ...+ UV, = LV
i=1

ou T désigne I'opération de transposition matricielle.
. J

Propriété 45 (Propriétés du produit scalaire). Le produit scalaire est une forme bilinéaire définie positive
symeétrique :

1. (i, V) eR;

2. (if, iy > 0 (on dit que le produit scalaire est positif);
3.{iy=0=1il= 0 (on dit que le produit scalaire est défini);
4. (i,7)y = (v, iy (on dit que le produit scalaire est symétrique);
5

. </\1 1/?1 + /\21?2,13 = /\1 <1/?1,17>+/\2 <172,l7> et <1/T,]41'l71 + ]/12172> =M1 <17,171>+[42 <1/T, 772)(01/1 dit que le pTOdllit
scalaire est une forme bilinéaire).

2.4.1.B Norme

Définition 46 (Norme). La norme d’un vecteur v, mesurant sa longueur L, (la distance entre ses
deux extrémités), se définit a partir du produit scalaire par : L, = ||7]| = (¥, V).

Propriété 47 (Propriétés de la norme). On déduit des propriétés du produit scalaire que :
L i .
2. || =0 = it=0;
3. ”/\LT“ =1\l ”LT” (avec A€R);

4. [l =[] < -+ o1 <

+ H17|| (inégalité triangulaire).

Théoréme 48 (Norme associée au produit scalaire canonique). Pour un vecteur v =| . | défini par

Un
ses coordonnées dans la base canonique de R", la norme de V' en utilisant le produit scalaire canonique se
calcule avec :
o1l =

n
E V2 =\ +v3 +.. +vE = VT

i
i=1
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2.4.1.C Comment normer un vecteur

Comment normer un vecteur?

De tout vecteur ¥ non nul peut étre déduit un vecteur unitaire i de méme direction que v et de

— 1 —
longueur 1 : il suffit de prendre if = 7—v.

11

Définition 49 (Espace vectoriel euclidien). L'espace vectoriel R” muni du produit scalaire cano-
nique et de sa norme associé est un espace vectoriel euclidien.

2.4.1.D Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 50 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient if et v deux vecteurs de R". Alors :

@i e

On en déduit que -1 < % < 1. On peut ainsi écrire {(if,v) = L, L, cos(6,,,) avec :

e L, = ”LT” la longueur du vecteur if;

e L,= “17” la longueur du vecteur 7;

* 0,, l'angle formé par les vecteur i et " et défini par son cosinus : cos(0,, ,) = IGllGIE

Remarque : En 2D, <A—C),A—B>> = AH.AB = AC.AB.cos(0).

A H B
Ficure 3 — Définition du produit scalaire de deux vecteurs par le biais de la projection orthogonale.

Le produit scalaire canonique de deux vecteurs est une mesure de l'alignement des deux vecteurs.

2.4.1.E Orthogonalité et colinéarité

Définition 51 (Orthogonalité). Soient if et ¥ deux vecteurs de R". On dit que i/ et ¥ sont orthogo-
nalité lorsque 6,,, = 5 c’est-dire (i, 7) = 0.

Définition 52 (Colinéarité). Soient if et ¥ deux vecteurs de R". On dit que if et ¥ sont colinéaires
lorsqu’ils sont proportionnels. C’est-a-dire que 8,,, = 0 ou 6,,,, = 7, soit, avec le produit scalaire :

|(it, V)| = ”LT” ”17” (I'inégalité de Cauchy-Schwarz devient alors une égalité).
\

20



Algebre linéaire

2.4.1.F Exercice type

1 1 0
© Exercice 17. Exercice type :  On considére les vecteurs i = [1], V= [0], w= [1] Calculer a l'aide
0 1

du produit scalaire canonique dans R : (i, 7), (¥, W), (&, if)
OJ

1 3 0
© Exercice 18. Exercice type :  On considére les vecteurs : if = [2], v = (0], w = [5] Calculer, a
0 4 6

l'aide du produit scalaire canonique dans R3:

1. (i, 9), (v, W), (W, iF),

2.l . )
3. ”LT+17| , bT+u7H.
O
T63
2.4.2 Base orthonormale dans R?
s 3
Définition 53 (Base orthonormale (orthonormée) de R?). Une base (?1,52) de R? est dite :
* orthogonale si ses 2 vecteurs sont orthogonaux, c’est-a-dire si <31,52> =0;
* normée si ses 2 vecteurs sont de normes 1, c’est-a-dire si ||?1 ” = HE}“ =1;
» orthonormale si elle est orthogonale et normée.
L J
s 3
Théoréme 54 (Coordonnées dans une base orthonormale). Dans une base orthonormale B = (31,32)
de R?, tout vecteur v = (vl) a pour coordonnées vy = <17, El> et vy = <17, E2> Il peut donc s’écrire de
—>vz—>8 >\
maniére unique : vV = <17’, b1>b1 + <17, 2>b2.
\ J
T64
2.4.3 Base orthonormale dans R"
2.4.3.A Base orthogonale
Définition 55 (Base orthogonale). Une base B = (1_7)1,52,...,5),1) de l'espace vectoriel euclidien R"
est orthogonale si et seulement si tous ses vecteurs sont orthogonaux 2 a 2, c’est-a-dire pour tout
indice i et javeci#j,ona <E,-,E]-> =0.
Exemple 56 (Une base orthogonale).
La base canonique de R3 B = (T,’]_fl?) est orthogonale car (;,7) = 0, <ZD =0et <]_fl?> =0.
. 1
Exemple 57 (Une base non orthogonale). La base B’ = (7,’17, k) avec ¥ = | 1| n'est pas orthogonale car
0
Ly=1=0.
&7) T65
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2.4.3.B Base normée

- - -

Définition 58 (Base normée). Une base B = (bl,bz,...,bn) de 'espace vectoriel euclidien R" est
normée si et seulement si tous les vecteurs de la base sont unitaires (de longueur 1), c’est-a-dire
-

bi||=1.

pour tout indice i,

Exemple 59 (Une base normée).
La base canonique de R3 B = (T,’TE) est normée car Hl_ﬂ“ = ”32” = ”53” =1.

1
Exemple 60 (Une base non normée). La base B’ = (217, ?) avec v = | 1| n’est pas normée car ||17H =

Vi24+12=42

2.4.3.C Base orthonormale

( '
Définition 61 (Base orthonormale (ou orthonormée)). Une base est orthonormée si et seulement si
elle est a la fois orthogonale et normée

Théoréme 62 (Base orthonormale). Soit B la matrice associée a une base 3 de R". Alors B est une base
L orthonormale si et seulement si la matrice B est orthonormale.

Définition 63 (Matrice orthonormale). Une matrice B est orthonormale si et seulement si B est
inversible et B! = BT ou T désigne 'opérateur de transposition.
Dans ce cas, BTB=BBT = 1,.

Remarque : La base canonique de R" est orthonormée.

2.4.4 Exercice

© Exercice 19. :  On munit l'espace R* de son produit scalaire canonique et on considére le sous-
U1
v P ) . V1 +vy+v3+v4=0 , .
espace [F de R* des vecteurs 7' = 2 | satisfaisant les équations : R A . Déterminer
V3 V1 —Vy+v3-v4=0
V4

une base orthonormée de IF.
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2.4.5 Coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale

s )
Théoréme 64 (Coordonnées dans une base orthonormale). Soit B = (51,52,...,En) une base orthonor-
meée de l'espace vectoriel euclidien IR".

V1
v2 - - -
Tout vecteur V= . | de R" a pour coordonnées : vi = <77, 1>, vy = <17, 2>, ey Uy <77, bn>.
Vn )y
Il s’écrit donc : .,
77: <17, b1>b1 + <17, 2>b2 +... +<17, bn>bn = Z<17, i>bi'
\ = J
TN 2 . e 1 e 2
© Exercice 20. :  On considére les deux vecteurs de R? suivants : by = 1 etb, = 5 )
1. Montrer que la famille B = (31,52) forme une base orthogonale mais non normée de R2.
2. Onpose b} = 1 et By = 22 Donner b, et b,
. On pose b| = ——— et b, = 7==. Donner b} et b;.
[ ]
3. Donner la décomposition de 7 = (_1) sur la base B’ = (gi,y;) puis sur la base .
O
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3 Applications linéaires

3.1 Applications linéaires

3.1.1 Applications

Définition 65 (Application). Une application f de I’espace vectoriel R" dans l’espace vectoriel R™

est une relation qui associe un vecteur i de R" a un vecteur-image noté f(if) de R™. On la note :
. Rn — Rm

HE D e

Exemple 66 (Une application).

Uy
L’application f de R3 dans R? et qui a if = [uz] associe f(if) = (Zl) est une application. Par exemple,
2
us
1 1 0 0
si=| 2 |alors f(id) =, |;si#=|0]| f(i)=|,]=0.
2 0
-1 2
Uy
© Exercice 21. :  Soit g l'application de R? dans R* et quia i = (Zl) associe f (i) = " Mfu .
2 1t
u12 +1
Quelles sont les images de i/ = (;) etde 0? O

3.1.2 Applications linéaires

Définition 67 (Application linéaire). Une application f : R” — R est linéaire si et seulement si
pour tout vecteur iZ,v’ de R" et pour tout réel A, y, on a: f(Aif + uv) = Af (i) + uf (V).

Remarque : I'ensemble des applications linéaires de R” dans R™ est noté L(R",R™) .
Exemple 68 (Une application linéaire).
U
L’application f : R3 — R? qui a [uz] associe (ul) est linéaire. C’est d’ailleurs un projecteur sur le

Us “2
plan de cote 0.

uy V1
Démonstration. € pour deux vecteurs i’ = [uz] etv= {vz] et deux réels A et u quelconques,
us v3

© montrons que f (il + uv) = Af (i) + pf (V)
QOna:

— fl@)= (;) f@)= (Z;)' donc Af (if) + puf (7) = (A“l N ””1)

Auy + vy
/\M1+]ﬂ/1 Z1
— il + pv = | Auy + puy | = | 2 :Z’doncf(/\ﬁ’+w7’):f(a:(il):(izliﬂzl)
/\M3+]ﬂ/3 23 2 2T HY2

# Donc par égalité des coordonnées, Af (1) + uf (V) = f(Aif + uv) (CQFD).
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© Exercice 22. Exercice-type :  Montrer que les applications suivantes sont linéaires.

X 2x
e l'application f : R® — R3 associant [y [+ |3y
z z
x
s l'application g: R® — R associant |y |+ x+p+2z
z
. X
* l'application & : R? — R3 associant ( ) e
x+7v

3.1.3 Image d’un vecteur par une application linéaire

Propriété 69 (Caractériser une application linéaire). Soit B = (31, e En) une base de R". Une application

linéaire f : R" — R est entierement déterminée par la donnée de la famille (f(?l ),...,f(l_;n)).

Uy

Propriété 70 (Image d’un vecteur par une application linéaire). Un vecteur it =| : | sur une base B

unB
n

n
s'écrit i = Zuiyi. Ainsi il a pour image (par linéarité de f) le vecteur f(if) = Zuif(yi) donc est une

i=1 i=1
combinaison linéaire des vecteurs-images de la base B par f.
3.1.4 Matrice caractéristique d’une application linéaire
{ )

Définition 71 (Matrice d’'une application linéaire). Soientt f : R” — R™, B = (E,...,@) une base
fuj S
de R" et C = (a,...,?m) une base de R"™. Notons | ... | les coordonnées de f(b;) dans la base C.

fmj
A%
Alors la matrice caractéristique de I'application linéaire f de la base B dans C, et noté F¢_p est:

f@)  f(b) £(B,)
Fl fl,l f1,2 fl,m
C—)2 f2,1 f2,2 0oo f2,m
Feep=
Fn fn,l fn,2 fn,m
§ J

Remarque : On note f ~ F¢_ 5 en omettant les bases lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.
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3.1.5 Coordonnées d’une image

( )

Théoréme 72 (Image d’un vecteur if par f). Soit f une application linéaire de matrice caractéristique
LA
— -
Fe.p dans deux bases B = (by,...,by,) et C. Le vecteur it = | @ | a pour vecteur-image le vecteur v =

Unlg
n 41 51

qui se calcule avec V' = f(if) = Zuif(yi) ouavec| : | =Fc pg| i | (en étant vigilant sur les

i=1

41

‘l/mc

U)o Un)pg
bases dans lesquelles s’interprétent les coordonnées).

L

3.1.6 Exemples
Exemple 73 (f : R? — R? qui associe (;C) - (g))

* Base canonique B de 'espace de départ et d’arrivée (R?) = (7,7)

* f est caractérisée par les images des vecteurs 7, Javec : f(7) = f( ((1))) = ((1)) et f(j) = f(((l))) = (8)

* Matrice caractéristique de f de B (départ) dans B (arrivée) :

>

Il
—_—
O =
o O
~——————

* Image de if = 2 est f(if) = Fgepil = 2)
1 OB

2x
Exemple 74 (f : R? — R qui associe (x) 1 3y |).
y x+y

—
LS}
Il

1 0 0
* Base de départ (canonique) B : 7, = ((1)), 7> ((1)) et base d’arrivée C: 13 = [ 0|, 13 = [1 k=10
0 0
 Images des vecteurs de base : f(13) = 273 + E3 et f(75) = 375 + V3.

* Matrice caractéristique de f :

2 0 73
F = 0 3 7
1 1 ks
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3.1.7 Exercice

© Exercice 23. Représentation matricielle :
Donner la matrice associée a chaque application linéaire suivante dans les bases canoniques des
espaces vectoriels considérés.

® f:R? — R? quiassocie (x) ( )
X 2x -7
@ f:R3— R3 quiassocie |y | |3y-z
z x+z
® f:]R2—>Iuniassocie(;)|—>x+y
0 [y
z 2x—z
3y—-2z

@ f:R3— R* quiassocie [
® f:R?— R? quiassocie (

X 2x+ 3y
Y Sx-y

T.82

3.2 Applications linéaires particulieres

3.2.1 Bijection

Définition 75 (Bijection). Une application f : R" — R™ est bijective lorsque pour tout vecteur 7'
de R™, il existe un unique vecteur antécédent i de R" tel que ¥’ = f(if), ou autrement dit, tel que
v = Fil avec F la matrice caractéristique associée a f.

Mathématiquement :f bijective © V' e R", 3l e R"/ f (i) =V

Remarque : si n = m, pour que f soit bijective, il faut et il suffit que Fz_,¢ soit inversible.

X 2x -7y
© Exercice 24. :  Lapplication f : R® — R3 qui associe |y || v -z |est-elle bijective? O
z X+z
T.83

3.2.2 Endol/iso/auto-morphismes et formes linéaires

( '
Définition 76 (Applications linéaires particuliéres). Parmi les applications linéaires de R" dans
R™, on distingue :

* les endomorphismes : ce sont les applications linéaires pour lesquelles I'espace de départ est
que l'espace d’arrivée (R” = R"™). Lensemble des endomorphismes de R" est noté L(R",R") =
L(R");

* les isomorphismes : ce sont les applications linéaires bijectives;

* les automorphismes : ce sont les endomorphismes bijectifs. Lensemble des automorphismes
de R est noté GL(RR");

* les formes linéaires : ce sont les applications linéaires dont ’espace d’arrivée est R (R™ = R).
\ J

T.84

Exemple 77 (L'endomorphisme f : R? — R? qui associe (;) — (g))
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f est un endomorphisme de R? car c’est une application linéaire et 'espace de départ R? est le méme

. . e . 1
que l’espace d’arrivée, mais n’est pas bijective car le vecteur v = (

0) a plusieurs antécédents par f (par

N 1 N 1
exemple i1 = (2) et i, = (_2)).

Exemple 78 (Lautomorphisme f : R? — R? qui associe (;) = (2);))

* c’est une application linéaire;

* I'espace de départ R? est le méme que l’espace d’arrivée, donc f est un endomorphisme;

I . P . 10
* f est bijective car sa matrice caractéristique dans la base canonique de R? vaut F = ( 0 2) et est

inversible car de déterminant non nul (ici valant 2).

Exemple 79 (La forme linéaire f : R? — R qui associe (;) > x). Son espace d’arrivée est R.

3.2.3 Exercices

© Exercice 25. Nature d’applications : Donner la nature des applications suivantes :

x
.R3 2 qui ; xX-¥
® f:R’>— R? quiassocie [;;]H(erz)

. R2 2 i B Xty
@ f:R” — R* quiassocie (y)H(x—Zy)
® f:R?— R quiassocie (;C) =X+
x X-y
® f:R3— R3 quiassocie |y || x+z
z X+y+z

3.3 Rang d’une application linéaire

3.3.1 Image d’une application linéaire

Définition 80 (Image d’une application linéaire). On appelle image d’une application linéaire
f : R" - R™ l'’ensemble noté Im(f) constitué des vecteurs-image f (i) obtenu en parcourant tous
les vecteurs i de R" : Im(f) = {f (&) € R"/il € R"}.

Im(f) est une partie de R™ mais n’est pas nécessairement égal a R™ ce qui signifie qu’il peut
exister un v’'de R n’ayant aucun antécédent i/ par f (c’est a dire vérifiant f(if) = V).

Propriété 81 (Image d’une application linéaire). Im(f) forme un sous-espace vectoriel de R™.
Exemple 82 (Une image).
Lapplication f : R*> — R qui associe (;C) - (g) a pour image tous les vecteurs de R? ayant une

ordonnée nulle.
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3.3.2 Noyau d’une application linéaire

Définition 83 (Noyau d’une application linéaire). On appelle noyau d’une application linéaire
f:R" - R™, noté Ker(f) (pour kernel), 'ensemble de vecteurs i de R" dont I'image par f est le
zéro vectoriel de R™ : Ker(f) = {if € R"/ f(if) = 0).

Ker(f) est une partie de R” contenant au moins le zéro vectoriel de R".

Propriété 84 (Noyau d’une application linéaire). Ker(f) est un sous-espace vectoriel de R".

Exemple 85 (Un noyau).

-

f :R? - R? qui associe (;) > x—7 a pour noyau les vecteurs i = ( )tel que f(i)=0.0r f() =x—y

donc il faut que x —y = 0 c’est a dire y = x. Donc Ker(f ( )
T.88

© Exercice 26. Noyau :
Déterminer le noyau des applications linéaires suivantes.

!

1. f:R? — R? qui associe (;C)

T.89

3.3.3 Rang d’une application linéaire

4 )
Définition 86 (Rang d’une application linéaire). On appelle rang d’une application linéaire f :
R" — R™ la dimension de son espace-image : on le note rg(f). Ainsi : rg(f) = dim(Im(f)).

. J

e 3
Théoreme 87 (Théoréme du rang). Pour une application linéaire f : R" — R™,

dim(R") = dim(Ker(f))+dim(Im(f)) = dim(Ker(f))+rg(f) =n

T.90
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3.4 Injection, surjection et bijection

3.4.1 Définitions
( )
Définition 88 (Injection, Surjection, Bijection). Une application f : R” — R est :

* injective lorsque il n’existe pas de vecteur-image v ayant deux antécédents différents par f,
autrement dit lorsque : pour tous vecteurs i et ¥ de R” tels que f(if) = f(¥), on a nécessaire-
ment i = v. On dit alors que f est une injection.

Mathématiquement : f injective & Vir,7 € R", (f (if) = f (V) = il =)

* surjective lorsque tout vecteur de l’espace d’arrivée posséde (au moins) un antécédent par la
fonction f, autrement dit lorsque Im(f) = R”. On dit alors que f est une surjection.

—

Mathématiquement :f surjective © Yv'e R™, 3 e R"/ f (i) = v

* est bijective (cf. definition[75) si et seulement si f est a la fois injective et surjective.

Mathématiquement :f bijective © Yv'e R",Air e R"/ f (i) =

3.4.2 L’impact durang

Propriété 89 (Dimension, rang).
Une application linéaire f : R" — R™ est

* surjective si et seulement si Im(f) =R" si et seulement si rg(f)=dim(R™) =
* injective si et seulement si Ker(f)= {0} si et seulement si rg(f) =dim(R") =n;

* bijective si et seulement si rg(f) = dim(R"™) = dim(R") =m =n.

Théoreme 90 (In/sur/bi-jection). Soit un endomorphisme f : R" — R" (méme espace de départ que
d’arrivée). Alors :

f est bijective ssi f est injective ssi f est surjective.

3.4.3 Exercices

© Exercice 27. Image et noyau : Pour chacune des applications linéaires suivantes, déterminer
'espace image et le noyau, donner une base de l'espace image et du noyau, déduire le rang de l'appli-
cation et indiquer si elle est injective, bijective ou surjective :

® f:R? — R? quiassocie (x) > (0)

. (Zi?’)ﬂ
] y
|

X

@ f:R?— R? quiassocie 9

= XxX+y—-z

X

y

(d

® f:R?®— R3 quiassocie [

@ f:R?— R* quiassocie

X+y
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O

> o >

© Exercice 28. Application a paramétre :  Soit (€},é5,83) une base de R3. Soit t un paramétre réel.
On considére 'application linéaire f définie par: f(e]) =& +&,, f(&>) = €| —&,) et f(e3) = €] + tes.
1. Ecrire la transformée du vecteur ¥'= @&} + @& + 3¢ par f.

2. Comment choisir t pour que f soit injective ? surjective ? bijective?

3.5 Composition d’applications linéaires

T.94

R" muni d’une base B
Propriété 91 (Composition de deux applications linéaires). Soient trois espaces vectoriels :| R™ muni d’une base C .
RP muni d’une base D

f :R" — R™ de matrice caractéristique Fo. g
g : R"™ — RP de matrice caractéristique Gp_¢

Alors Uapplication h: R" — RP qui a tout vecteur it de R" associe h(if) = g(f(ﬁ’)) dans RP est appelée
application composée de f par g et a pour matrice caractéristique Hp. ¢ = Gp_¢F ¢ dans les bases B et

D. Cf. figure

Soient deux applications linéaires :

R" R™ RP
Base B Base C Base D

Ficure 4 — La composée de deux applications linéaires.

3.6 Application réciproque d’un automorphisme

Propriété 92 (Application réciproque d’un automorphisme). Soit f un automorphisme (application li-
néaire bijective), de R" dans R" et de matrice caractéristique F. Alors, il exsite une application linéaire g,
unique, de R" dans R", tel que pour tout vecteur it,v de R" vérifiant V' = f(if), on ait it = g(v).

g est appelée application réciproque de f, se note f~! et a pour matrice caractéristique F~1.

Remarques :

* Lapplication réciproque de f ' est (f 1)1 =f

L Ff) = et f(f @) =7

* Soit g~ G et f ~F, alors g est I'application réciproque de f si et seulement si G = F~!
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3.7 Application linéaire et changement de base

2 '
Théoreme 93 (Matrices équivalentes). On considére R" muni des bases B et B’ et R™ muni des bases
CetC.

Soient :

* une application linéaire f : R" — R de matrice Fo. i (de la base B vers la base C);
* Pp g la matrice de changement de base de BB vers B’
* P ¢ la matrice de changement de base de C vers C’.

Alors la matrice caractéristique de f de la base B’ vers C’ est :

-1
Fé'(—B' = PC’(—CFC’(—B (PB'<—B)

\ J
T97
3.8 Exercices
x X+
© Exercice 29. :  Soient f : R? — R? qui associe |y | (x—y-i)3z) et ¢: R? — R3 qui associe
z
(x) X +y
= 2x+7|.
x+2y
1. Déterminer la matrice de f et de g dans les bases canoniques de R? et R?;
2. Déterminer la matrice de f o g dans la base canonique de R?;
3. Déterminer la matrice de g o f dans la base canonique de R?;
u Y1
4. Soient if = (ul) etV =|v,|. Calculer f o g(if) et go f (7).
2 vs
5. Les applications linéaires f o g et g o f sont elles inversibles? Déterminer les applications réci-
proques si elles existent.
6. Déterminer Ker(f) et Ker(g)
O
T.98
© Exercice 30. Matrices d’une application linéaire (Bibmath.net) : Soit f l'application de R?® dans
X+
x M
R*, qui au vecteur |y | associe le vecteur y +ZJZ , B3 = (if},ii»,ii3) la base canonique de R3 et B, =
z -y+z
(), 75,73, 73) la base canonique de R*.
1. Montrer que f est linéaire
2. Donner la matrice A associée a f sur les bases B3 et B;.
3. Calculer f(i}) et f(if).
4. Montrer que la famille B = (v}, 5, f (it} ), f (if>)) forme une base de R*.
5. Donner la matrice B associée a f sur les bases Bj et 5.
6. Donner la matrice de changement de base P de 54 a B. Quelle relation lie A, B et P. Vérifiez vos
calculs.
O
T.99
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4 Reéduction d’endomorphisme

4.1 Introduction

Parmi les endomorphismes f : R” — R", certains ont la caractéristique de transformer certains
N e .
vecteurs v ~ (v,- )B seulement en modifiant leur longueur (et non leur direction).

Exemple 94 (Des exemples dans la base canonique).

X 2x N . . ne s .
» Dans R?, f: (y) - (23)) sert a transformer un carré en un carré dont le c6té est 2 fois plus grand.

X 3x ,
o Dans R?, g: (y) — (132) peut transformer un carré en un rectangle.
2

(Oy)
f(@) = (2x,29)

7= (%)
g(¥) =(3x,1/2yp)

(0x)

Ficure 5 — Transformation de formes géométriques avec des applications linéaires.

Trouver ces vecteurs (les vecteurs propres) et le gain en longueur (les valeurs propres) est I'un des
objectifs de la réduction d’endomorphisme.

4.2 Valeurs et vecteurs propres d’une application linéaire

( )
Définition 95 (Valeur propre d’'un endormorphisme et d’une matrice). Soit f un endomorphisme
de R" de matrice caractéristique F. On appelle valeur propre de f tout réel A vérifiant la propriété
suivante : il existe un vecteur i non nul de R” tel que f (i) = Aif.

En fait, pour une valeur 1, il existe une infinité de vecteur if tel que f (i) = Ail.

Définition 96 (Sous-espace propre et vecteurs propres). Si A est une valeur propre de f, on appelle
sous-espace propre de f associé a la valeur propre A l'ensemble E, = {if € R"/f (i) = Aif}. Il forme
un sous-espace vectoriel de R"” (donc stable par combinaison linéaire).

Les vecteurs non nuls de [E; sont appelés les vecteurs propres de f associés a la valeur propre

A

. J

Exemple 97 (Un exemple de valeurs propres). Dans R? muni de sa base canonique (7,7}, 'endomorphisme

f: (x) > (;;) a pour valeur propre 2 (car f(7) = 27°donc Test I'un des vecteurs propres possibles associés

y

a 2) et pour valeur propre 3 (car f(j) = 37donc Jest I'un des vecteurs propres possibles associés a 3).

© Exercice 31. :  Dans l'espace vectoriel R?, montrer que I'endomorphisme f qui associe (;) —

X . . RN
(x N y) a pour valeur propre 1 et déterminer les vecteurs propres associés a 1.

O
© Exercice 32. :  Soit 'endomorphisme f vérifiant f2 +3f + 4id = 0 (ot id désigne l'application
identité qui associe il — 7). Montrer que f n‘admet pas de valeur propre. O
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4.3 Valeurs et vecteurs propres d’une matrice

Pour un endomorphisme de f : R" — R" de matrice caractéristique F, résoudre f(if) = Aif revient a
résoudre Fif = \if,

( '
Définition 98 (Valeur propre d’une matrice). On appelle valeur propre de la matrice F tout réel A

tel qu’il existe un vecteur colonne U, (le vecteur i) non nul vérifiant FU = AU.
. J

{ )
Définition 99 (Vecteurs propres d’une matrice). Si A est une valeur propre de f ~ F, on appelle
sous-espace propre de F associé a la valeur propre A I'ensemble des vecteurs colonnes U ,,; tels

que FU = AU. Cette équation admet une infinité de solutions.
\ J

4.4 Spectre d’une application ou d’'une matrice

Définition 100 (Spectre d’une application (d’'une matrice)). Le spectre d’'un endomorphisme f ~ F
est I’ensemble des valeurs propres de f (et donc de F).

Sous l'angle vectoriel, résoudre f(i7) = Aif revient a résoudre f (i) — Ai = 0, donc 4 chercher le noyau
de l'application i+ f(if) — Ail. Ainsi :

Propriété 101 (Sous-espace vectoriel propre). Le sous-espace (vectoriel) propre d’'un endomorphisme f
associé d la valeur propre A est : IE) = Ker(f — Aid), ou id est Uapplication identité de R" (celle qui associe
i ).

4.5 Polynome caractéristique d’une matrice

Sous l'angle matriciel, résoudre FU = AU revient a résoudre FU — AU = O,,,; < (F - AI))U = O,
(apres factorisation). Ce systéme doit avoir une infinité de solutions (pour former I’ensemble des valeurs
propres) donc det(F — AI,;) doit étre nul.

( '
Définition 102 (Polynome caractéristique d’'une matrice F). On appelle polyndome caractéristique

d’une matrice carrée F de taille n le polynome Pr de la variable X définie par : Pr(X) = det(F -XI,,).
\ J

s )

Théoreme 103 (Spectre). Le spectre de F est formé par les racines de son polyndme caractéristique
Pp(X), autrement dit {1 € R/Pg(A) = 0}.

L

Rappel : factorisation d’un polynéme
Un polynome P(X) de degré n admet m racines (réelles ou complexes) A; d’ordre de multiplicité o; (avec
o0; entier > 1) tel que P(X) = (X — A1)%(X — 1,)%2...(X = A,,)°». La somme des o; vaut n.

© Exercice 33. :  Pour chacune des applications linéaires suivantes, donner la matrice caractéris-
tique de l'application dans la base canonique, déterminer le polynéme caractéristique, puis le spectre,
puis les sous-espaces vectoriels associés a chaque valeur propre.

1. f: R? — R? qui associe (x) — (x+y)
Y xX=v

X X-v+2z
2. f:R®—>R3 quiassocie[y |—>[ X+y-2z ]
z X+2y+2z

.R2 2 . . [x x—-2y
3. f:R° >R QUIaSSOCIe(y)r—)(x+2)
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4. f:R? — R? qui associe (x) > (Zx—y)
y x+y
X xX—=2v+z
5. f:R3 — R3 quiassocie |y | | x+y -3z
z X+y+2z
O
T.107
4.6 Diagonalisation d’une application linéaire
4.6.1 Vers une matrice diagonale
Des valeurs propres a une matrice diagonale
Soit f un endomorphisme de R” ayant n valeurs propres 1;, et pour chacune un vecteur propre associé
if; (autrement dit f(if;) = A;if;). Si la famille B = (LTl,...,ﬁ’,,) est une base de R (i.e. est libre), alors la
A 0 - 0
. L . 0 A, :
matrice caractéristique de f dans 5 est diagonale et vaut : Fz =
oo 0
0 - 0 A,
T.108
4.6.2 Condition pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable
( )
Définition 104 (Condition de diagonalisation). Soit f un endomorphisme de R", de matrice ca-
ractéristique Fp_,o dans deux bases B et C de R" et de valeurs propres les n valeurs A; (valeurs
éventuellement dupliquées en fonction de leur ordre de multiplicité).
S’il existe une base D dans laquelle la matrice caractéristique Fp de f est diagonale, on dit que
l'application f (et donc que la matrice F¢,. g) est diagonalisable.
Dans ce cas, en notant :
* Pp. 5 la matrice de passage de Ba D
* Qp.c la matrice de passagede Ca D
ona:Fe_p=Q 'FpP avec Fp = diag(Aq,Ap, -+, Ay).
\. J
T.109
4 )
Théoreme 105 (Condition de diagonalisation). Soit f ~ F un endomorphisme et Pg le polynome
caractéristique de f. f (et F) est diagonalisable si et seulement si Pp(X) est scindé (factorisable par m
racines A; réelles) et si Uordre de multiplicité de chaque racine A; est égal a la dimension du sous-espace
propre E), de f associé a A,;.

\ J
s 3
Théoreme 106 (Corollaire). Sile polynéme caractéristique est scindé d racines simples (toutes réelles et

d’ordre de multiplicité 1), alors la matrice est diagonalisable.
L J
T.110
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4.6.3 Diagonalisation avec racines simples

4.6.3.A Principe

Théoreme 107 (Diagonalisation). Soit f ~ F un endomorphisme dont le polynome caractéristique
Pp(X) admet n racines simples A; (toutes différentes). Dans ce cas, f est nécessairement diagonalisable et
chaque valeur propre A; a pour sous-espace propre IE). un espace de dimension 1, généré par un vecteur
(propre) if;.

Alors F peut s’écrire : F = PDP™! avec :

* D =diag(Ay,...,A,) la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les valeurs propres A;.

* P la matrice dont les colonnes sont les (coordonnées des) vecteurs propres if; associés aux valeurs
propres A; et placés dans le méme ordre que les A; dans D.

o P! est 'inverse de P (calculable avec un pivot de Gauss par ex.).

\ J
T111
4.6.3.B Exemple
. . 1 1
Exemple 108 (Diagonaliser F = (2 0)).
. 1-X 1 2
e Polynome carac. : Pp(X) = det(F — XI,) = ) x|= X -X=-2
* Spectre de F : —1 et 2 (racines simples donc F est diagonalisable).
¢ Un vecteur propre associé a —1 :un U = (;) non nul tel que FU =-1xU & (.’12 (1))(;() = —(;C) S
X+y=-x _ 1 N .
{ 2x =y ©2x+y=0.DoncU_; = (_2) (cas ou y = 1) convient.
e Un vecteur propre associé a 2: un U = (;) non nul tel que FU =2xU < { ;;i} 2=ny ox=y
donc l_f;_ = (i) (cas ou y = 1) convient.
+ Diagonalisation : F = PDP~! avec D = -0 P= Lol etP =1 b= (formule d’inver-
§ ' o 27 T\2 1 5l2 1
T112 sion d’une matrice 2 x 2.
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4.6.4 Diagonalisation dans le cas général

4.6.4.A Principe

s N
Théoreme 109 (Diagonalisibilité et diagonalisation). Soit f ~ F un endomorphisme diagonalisable
dont le polynome caractéristique Pg(X) admet m racines A;, chacune d’ordre de multiplicité o;.

Chaque valeur propre A; a pour sous-espace propre IE ), un espace de dimension d; (avec d; = o; car f
est diagonalisable). On peut alors déterminer d; vecteurs propres formant une base (171‘,1r TEE Y LTilgi) de
E,.

1

Alors F peut s’écrire : F = PDP~! avec :

* D = diag(Ay,..., Ayy) la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les valeurs propres A;
dupliquées autant de fois que leur ordre de multiplicité.

* P la matrice dont les colonnes sont les (coordonnées des) vecteurs des bases des sous-espaces propres
= N o £ . "
(ui,l,..., ”i,o,-) associés a chaque valeur propre A; et placés dans le méme ordre que les A; dans D.

o P71 est inverse de P (calculable avec un pivot de Gauss par ex.).

4.6.4.B Exemple

-1 0 0
Exemple 110 (Diagonaliser F = [ 0 -1 3]).
0o 0 2

* Polyndme carac. : Pp(X) = det(F — XI3) = (-1 — X)?(3 — X) donc valeurs propres : A; = —1 d’ordre
01 =2et Ay =2d’ordre 0, = 1.

X
* [E, (nécessairement de dimension 1) : U = [y | tel que FU = 2U & résolution ... & x = 0 ety = z.
z
0
Donc U, =|1 | convient.
1
X
* [E_; (de dimension?): U telque FU=-U & .. ©z=0 U =|y| avec x,y € R. Une base de [E_,
0

1 0
est 17_1’1 =10]et 1?_1’2 1
0 0
* Diagonalisibilité : comme la dimension de [E_; (ici 2 car 2 vecteurs de base) vaut l'ordre de multi-
plicité de Ay la matrice est diagonalisable.

2 0 O 01 0
0 -1 OfetP=|1 0 1

0o 0 -1 1 0 0

* Diagonalisation : A = PDP~! avec D =

4.6.5 Exercices

© Exercice 34. :  Lorsque c’est possible, diagonaliser les matrices suivantes, en précisant la ma-
trice de passage et son inverse :

1 0 2 4 1 1 3 4 -1
A=10 2 O B=|1 4 1] C=(-1 1 1]
2 01 1 1 4 0 3 2
1 0 1 11 -5 5
D=(0 1 1} E:[—S 3 —3]
1 -1 2 5 -3 3
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4.7 Applications de la diagonalisation

Propriété 111 (Puissance d’une matrice). Si F est diagonalisable, F = PDP!, gvec D diagonale. Donc,
quelque soit n entier naturel, F" = PD"P~!,

Définition 112 (Exponentielle d’'une matrice). On définit I’exponentielle d’'une matrice carrée F
2 m
. p . F
de taille n comme étant la matrice exp(F) =1, +F + -5 tot— .
m!

Résolution de systemes de suites récurrentes
Uy =FU,

Résolution de systemes d’équations différentielles
X'(t)=FX(t)

© Exercice 35. Diagonalisation (Bibmath.net) :
Soient f l'application de R3 dans R3, qui au vecteur (x, 9, z) associe le vecteur (3x—z,2x+4y+2z,—x+
3z) et Bjs.

1. Montrer que f est linéaire.
2. Donner la matrice A associée a f sur la base B.
3. Calculer le rang de f. En déduire que f est un automorphisme.
4. Diagonaliser A. On notera Q la matrice associée a la famille des vecteurs propres de A dans ;3.
5. Calculer f(f(f(l—)))) oti i est le premier vecteur de B3. Généraliser pour f"(z_)) ol f" est f composée
par elle-méme n fois.
O
3 -2 -1 2 -1 1
© Exercice 36. : Diagonaliser les matrices B=| 2 -1 -2|letC=|3 -2 1|eten déduire
-2 2 =2 3 -3 2
'expression de B" et C" pour tout n € IN.
O
© Exercice 37. :  Calculer l'exponentielle des matrices suivantes :
2 0 2 0 4 3 -1 0
A:(3 _1) B=|3 -1 2 c=(-1 2 1
1 0 -1 0 1 3
O
© Exercice 38. Résolution d’un systéme d’équations différentielles :
x1(t) = —x1(t)—3x2(t) + 3x3(t)
Résoudre le systéme : { x5 (t) = 2x5(t) avec x1(0) =2, x5(0) =1, x3(0) = 1. ]
x3(t) = 3x1(t) +3x2(t) —x3(t)
© Exercice 39. Résolution d’un systéme de suites récurrentes :
Upil = —Up =30+ 3wy
Résoudre le systéeme: {v,.1 = 2v, avecug=1,v9g=-2,wy=1. [
Wyl = Uy + 30, —wy
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5 Espaces vectoriels : cas général

R" n’est pas le seul espace vectoriel. Font partie des espaces vectoriels [E :
* les polynomes

¢ les fonctions trigonométriques

* les matrices

Tous les résultats vus précédemment se généralisent en remplagant R” par [E. T.120

5.1 Espaces vectoriels

{ )
Définition 113 (Espaces vectoriels (E,R, +,.)). Lensemble de vecteurs [E est un espace vectoriel
lorsque :

¢ il est muni d’une addition +, qui, pour #, ¥ et @ quelconques :
1. est commutative: il + V=V +1il
2. est associative : i + (V+ W) = (' + V) + W
N /12 e L . > = —
3. posséde un élément neutre noté 0 (appelé zéro vectoriel) : i + 0 = i
) . N s . . - rd = P
4. assure l'existence d’un opposé : il existe t tel que £+ i = 0 (ce vecteur est noté —ir)

* il est muni d’'une multiplication externe entre vecteurs et réels (appelés scalaires), qui, avec
pour A, u quelconques :

1. est telle que 1./ = o/

2. vérifie I'associativité mixte : \.(p.if) = (Axp).if avec x la multiplication dans R
* l'addition et la multiplication sont distributives I'une sur l'autre :

1. (A+p).if = Vi + p.if avec + 'addition dans R

2. M@+D) = LT+ A7

T.121

Attention a ne pas confondre

¢ Le vecteur nul 0 et le zéro réel 0 (scalaire).

* Les opérations (addition et multiplication) sur les vecteurs et sur les scalaires réels.

Quelques propriétés
Si E est un espace vectoriel sur R, alors pour € Eet A€ Rona:

-

¢ 0./=0
- —>
* 10=0
Mais si [E n’est pas un espace vectoriel, ces propriétés ne sont pas nécessairement vraies!!
T.122
Caractéristiques d’un espace vectoriel de dimension finie
Tout espace vectoriel [E de dimension finie :

* est caractérisé par une dimension dim(E)
- -
* des bases : chaque base B contient n vecteurs (by,...,b,) et permet de décomposer tout vecteur v
n
N
sous la forme v’ = E A;b; ot les A; sont les coordonnées (réelles) de ¥ dans B notée sous la forme
i=1
Ay
V= : ; les coordonnées dans une base sont uniques

Anly

T.123
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5.2 Espaces vectoriels classiques

5.2.1 Lesréels
s 3
Définition 114 (L'espace vectoriel des réels ).

 Vecteur-réel : vecteurs v = v; avec v; € R
e Addition : v; + vy

* Multiplication A(vy) = Avq

* Notation : (R,R,+,.)

* Dimension : dim(R) =1

* Base canonique : (1)

» Coordonnées : (v1 )(1)

T.124

5.2.2 Les complexes

( '
Définition 115 (L'espace vectoriel des complexes).

¢ Vecteur-complexe : vecteurs v = v| + jv, avec vy et v, réels.

o Addition : (vq + jvy) + (v1 +jvo) = (v +v1) + j(va + v3)

* Multiplication A(vy + jv,) = Avy + jAv,

* Notation : (C,R,+,.)

* Dimension : dim(C) = 2

* Base canonique: (1,j)

* Coordonnées : (vl)
(Lj)

]
. J

Exemple 116 (Des vecteurs-complexes). i = —2 + 3] est un vecteur complexe. Puis i = —2.1 + 3.j, ses

),
(L)

En ne s’attachant qu’a la représentation sous forme de coordonnées, travailler sur C est équivalent a
1125  travailler dans R2.

coordonnées sur la base canonique sont (
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5.2.3 Les polynémes

( )
Définition 117 (Lespace vectoriel des polynomes de degré (au plus égal a) n).

s Vecteur-polyndme : 7= P(X) = ag +a; X + @, X* +... + a, X"
+ Addition et multiplication : pour P(X) = ZaiX’ et Q(X) = ZbiX’, la somme est (P+Q)(X) =

i=0 i=0
n n

Z(ai + bi)Xi; la multiplication externe est (AP)(X) = Z(Aai)Xi
i=0 i=0
* Notation : (R,[X],R,+,.)
* Dimension : dim(R,[X])=n+1
* Base canonique : les n+1 vecteurs-polynome (1,X, X?,..., X")
ap

a)
e Coordonnées :

an)(1,x,.,xm)
. J

Exemple 118 (Polyndome de degré 3). P(X) = 1 —2X + 3X3> est un vecteur de R3[X]. Puisqu’il s’écrit
1
0
3

P(X)=1.1+(=2).X +0.X? +3X3, ses coordonnées dans la base canonique sont

(LX,X2,X3)
Travailler sur des polynomes est équivalent a travailler sur R"*!.

Remarque : R[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients réels, sans restriction de degré, est aussi
un espace vectoriel, mais de dimension infinie.

5.2.4 Les fonctions
r 2
Définition 119 (L'espace vectoriel des fonctions).

R - R

x B f(x)

* Addition : le vecteur-somme f + g des deux vecteurs f et g est la fonction def. par : Vx €
R,(f +8)(x) = f(x) +g(x)

* Multiplication : le vecteur Af du vecteur f est la fonction déf. par: Vx e R, (Af)(x) = Af (x)

Notation : (F(R,R),R, +,.)

¢ Dimension : infinie

e Vecteur-fonction: ¥'= f ou f : { avec les opérations :

Rappel
Deux fonctions f et g sont égales si leurs regles de définition sont égales, autrement dit si quel que soit

x, fx) = g(x)
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5.2.5 Les matrices
( \
Définition 120 (L'espace vectoriel des matrices carrées de taille n a coeffs réels).

* Vecteurs-matrices : v'= A = (a;,;)

* Addition (a; ;) + (b; ;) = (a;j + b; ;)
* Multiplication : A(a; ;) = (Aa; ;)

* Notation : (M,(R),R,+,.)
+ Dimension : dim(M,,) = n?

* Base canonique : les n?> matrices B; j, dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient
m valant 1 avec i, j variant entre 1 et n.

T
* Coordonnées : (“1,1 ceo A1y 31 ... G2y e Gl e an,n) sur la base canonique.
\ J
1
. . 1 2 , 2
Exemple 121 (Une matrice de taille 2 dans M,). A = 13 est un vecteur et est de coordonnées 1
3

surlabaseforméedeBlz((l) 8),32:(8 3))’33:((1) 8)etB4:(8 ?)

. . P N 2
Travailler sur ces matrices est équivalent  traiter des vecteurs ayant n> composantes donc de R"".

5.2.6 Exercices

5.2.6.A Exercices sur les espaces vectoriels

© Exercice 40. Exercice (PE) :  On considére 'ensemble des matrices carrées A de taille 2, & co-
efficients réels, symétriques (c’est-a-dire telles que A = A’) noté S,(R). Montrer que (S,(R), IR, +,.) est
un espace vectoriel ol + et . désigne l'addition et la multiplication externe standards sur les matrices

My (R). O

© Exercice 41. Variante autour de la loi de multiplication : Considérons ['ensemble [E des couples
de nombres réels (a,b), muni de 'addition usuelle. Définissons la loi de multiplication (externe) par
scalaire réel a de la facon suivante : a.(a,b) = (aza,azb). (E,R,+,.) est-il un espace vectoriel ?

O
© ExEercice 42. Variation autour des lois d’addition et de multiplication : On considére l'espace
R} ={x e R/x >0} munide:
e l'addition, notée & et définie par: Va,b e R, a® b =ab
e la multiplication, notée ® définie par: Vae R},YA e R, A®a = at
Montrer que (R, R, ®,®) forme un espace-vectoriel.
O
© Exercice 43. Espace vectoriel de fonctions :  Soit IF l'ensemble des fonctions f de R dans R,
dérivables, telles que (£) f’+2f = 0. Montrer que (IF, R, +,.) est un espace vectoriel.
O

5.2.6.B Exercices sur les sous-espaces vectoriels
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© Exercice 44. Exercice type :  On considére le sous-ensemble D,(R) de M,(RR) constitué des
matrices carrées a coefficients réels de taille 2 diagonales, c’est-a-dire de la forme : [g 2], avec a,b €

RR. Montrer que (D,(R), R, +,.) est un sous-espace vectoriel de (M,(R), R, +,.). O

© Exercice 45. Vrai ou Faux? : Indiquer si les ensembles suivants, munis chaque fois de l'addition
et de la multiplication externe (par des scalaires réels) usuelles, sont des espaces vectoriels. Justifier
votre réponse.

® L'ensemble [E; des fonctions réelles sur R vérifiant lim f(x)=1.

X400
®@ L'ensemble [E, des couples (x1,x;) de R?, vérifiant sin(x; + x,) = 0.

® Lensemble [E; des polynémes a coefficients dans R ne comportant pas de terme de degré 4.
@ L'ensemble [E4 = {(xl,xz) eR?/x; +ax, +1> 0} ol « est un réel fixé.

® Lensemble [E5 des fonctions de R dans R qui sont croissantes.

® Lensemble [Eg4 des fonctions de R dans R qui s'annulent en 8.

O

© ExEercicE 46. Triplets :  Montrer que [F = {(xq,x,,x3) € R3/x3 = 2x;} est un sous-espace vectoriel
de (IR3,]R, +,.), ol + et . sont respectivement 'addition et la multiplication standard dans R3.

O

© ExErcicE 47. Instabilité des couples & composantes nulles :  On considére le sous-ensemble [E
de R? défini par : E = {(xq,x,) € R*/x;.x;, = 0}. Donner 2 vecteurs de [E dont la somme n‘appartient pas
a E. E peut-il &tre un sous-espace vectoriel de R??

O

© Exercice 48. Quatre vecteurs :  Soit (V,RR,+,.) un espace vectoriel et if, v, W 3 vecteurs de V
linéairement indépendants.

- — —
@ Montrer que les vecteurs by = i+ V- 2w, by = il —V—W, b3 = il + W sont linéairement indépendants.

® Soit Z un quatrieme vecteur de V. Montrer que : si la famille formée par f; = i+ 2, t» = U+ Z et
rnd - o s 2 - - 5
t3 = W+ Z est linéairement dépendante, alors Z € Vect (i, v, w).

O

5.2.6.C Exercices sur les combinaisons linéaires

© Exercice 49. Combinaisons linéaires de matrices : Soient les matrices A = (‘,12 _11 ), B= ( ! 1)
-1 0
etC = ( 0 1).

1. D= (}5 _12) est-elle une combinaison linéaire de A et B?

2. E= (_51 ;) est-elle une combinaison linéaire de A, B et C?
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5.2.6.D Exercices sur les familles libres

© Exercice 50. lls sont libres, Max : Montrer que la famille de polynémes (P;, Py, P;) avec P, (X) =1,
Py(X) = 2X +3X? et P3(X) = 3X — X? + X3 est libre dans R[X].
O

© Exercice 51. Famille libre de polynémes : Dans l'espace des polynémes R[X], on considére :
P(X)=X3+aX?’+X+1
Py(X)=X3+2aX?+aX ol a estunréel fixé. Pour quelle(s) valeur(s) de a la famille de polynémes
(X)=X3+aX?’+X +a

(P,P,, P;) est-elle une famille libre de R[X]?

O
T.136
5.2.6.E Exercices sur les bases
© Exercice 52. Base d’un sous-espace vectoriel des matrices carrées de taille 2 :
Soit E 'ensemble des matrices de My,,(R) la forme (;b _c ), avec a,b,c e R
® Montrer que (E,R, +,.) est un espace vectoriel.
@ Déterminer une base de [E et sa dimension.
. - . 1 -1 0 1 1 0
® Montrer que la famille constituée des 3 matrices A = s o) B= 2 9 et C = 0 1 forment
aussi une base de [E.
@ Quelles sont les coordonnées de (i _1 ) dans chacune de ces bases.
O
T.137
© ExERcICE 53. Base des polynémes de degré 3 :
Soit Py(X) =1, P (X)=1+X,P,(X) =(1+X)? et P3(X) = (1 + X)3.
® Montrer que (Py, P, P, P;) forme une base de R3[X], autrement dit de l'ensemble des polynémes
de degré 3.
@ Déterminer les coordonnées de Q(X) = X3 + 2X? dans la base (P, Py, P,, P5)
O

T.138

© ExEercICE 54. Base des complexes : Pour quelles valeurs desréels a, b, ¢, d, la famille de complexes
(a+jb,c+ jd) est-elle une base de l'espace vectoriel (C,R, +,.).
]

© ExERcICE 55. Variantes autour de ’addition et de la multiplication :
On munit U'espace des vecteurs E=R} xR de

e la loi d'addition + définie par : (ay,a,) + (by,by) = (a1by,a, + by),
e de la multiplication externe par un réel A suivante : A.(ay,a,) = (ai\, Aay)
@ Vérifier que (E,R, +,.) est un espace vectoriel.

@ Les familles suivantes forment-elles des familles de vecteurs linéairement indépendants : F =

((1,0),(1,1))? 7= ((z, 1),(8,3))? F= ((2,1),(6,3))?

® Vérifier que la famille B = ((2,0), (2, 1)) est une base de E
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@ Déterminer les coordonnées du vecteur v = (x,v) € E dans la base B.

T.139

5.2.6.F Exercices sur les applications linéaires

© ExERCICE 56. :
Pour chacune des applications suivantes, montrer qu’il s’agit d’'une application linéaire et détermi-
ner le polynéme caractéristique ainsi que le spectre :

) Ro[X] — R;[X]
®f{ P > P+P -2pP”

@ f:

Mpo(R)  — Mo (R)
— M+MT

C - C
®f'{z = z+zZ

T.140

1

© Exercice 57. : Soit f : R,[X] — R qui & un polynéme P de degré n associe f(P) = f P(x)dx.
0

1. Montrer que f est une forme linéaire de R, [X].

2. Déterminer Ker(f) et dim(Ker(f)).

3. Déterminer la matrice associée a f dans les bases canoniques des espace vectoriel considérés.
O

—
— z

© Exercice 58. Application linéaire dans l'espace des complexes : Soit 'application f : { (E
ol z¥ désigne le conjugué de z.

@® Montrer que f est un automorphisme de 'espace vectoriel (C, R, +,.).

@ Déterminer la matrice de f dans la base canonique B = (1,j) de C.

O
T.141

© Exercice 59. Probléme autour des applications linéaires sur les polynémes :  On considére l'ap-
e Re[X] — 0 Ry[X]
plication : f { P s P+P 4P
@® Montrer que f est un endomorphisme de R,[X].

@ Calculer la matrice caractéristique de f dans la base canonique £ = (1,X,X?) de R,[X]. On la
notera M.

® En déduire si f est un automorphisme de R,[X].

@ On considére P, =1,P, =1+ X et P; = 1+ X+ X?. Montrer que la famille B = (P,,P,,P;) est une base
de Rz[x]
® Déterminer la matrice de passage P de la base canonique de R,[X] a .

® Déterminer la matrice caractéristique de f de la base canonique £ dans la base 5.

O O
T.142
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5.2.6.G Exercices sur la diagonalisation

© Exercice 60. Diagonalisation d’une application sur les polynémes :
Lo ) Ro[X] - Rp[X]

Soit f: { P(X) — P/(X)

@® Montrer que f est une application linéaire de R,[X]).

@ Déterminer si f est un automorphisme de R,[X] ou non.

® Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés (on peut le faire sans
utiliser le polynéme caractéristique).

O
O

© Exercice 61. :

On considére l'application suivante :

o] RalX]l = Rp[X]
1 P -  (2X+1)P(X)—(X?-1)P'(X)

@ Montrer que f est une application linéaire de R, [X].

@ Donner la matrice caractéristique de f sur la base canonique de R,[X]

® Déterminer les valeurs propres de f ainsi que les sous-espaces propres associés.
O
O

T.143

5.3 Espace vectoriel euclidien

5.3.1 Produit scalaire

{ )
Définition 122 (Espace vectoriel euclidien). Tout espace vectoriel E peut étre muni d’un produit
scalaire, qui mesure l'alignement de deux vecteurs et définit I’angle entre deux vecteurs et d’une
norme, qui mesure la longueur d’un vecteur et donc la distance entre 2 points. On I'appelle alors
espace vectoriel euclidien.

\ J
{ )
Définition 123 (Produit scalaire). Un produit scalaire est une application qui a tout couple de
vecteurs (if,v) de [E? associe un nombre réel noté (i, 7) (appelé produit scalaire de i/ et ¥).

T.144 J
11 existe plusieurs produits scalaires (et donc plusieurs normes) pour un méme espace vectoriel.

{ )
Définition 124 (Produit scalaire). Etant donné un espace vectoriel ([E, R, +,.), un produit scalaire
est une application qui vérifie les propriétés suivantes : pour tous vecteurs i/,v et w de E et tout
scalaire A € R,

» Symétrie : (if,V) = (v, i)

» Bilinéarité : (Ail + pv, W) = A.(il, W) + p. (v, w)

» Positive : (if,if) > 0.

» Définie : i = 0 si et seulement si {i7, ) = 0.
\ J

T.145 Dans ce cours, on se limitera aux produits scalaires canoniques.
1
© Exercice 62. Produit scalaire des fonctions (PE) :  Montrer que {f,¢) = | f(x)g(x)dx est un

produit scalaire de l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] et & valeurs dans R. O

T.146
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5.3.2 Norme

Définition 125 (Norme). La norme de 'espace vectoriel (E,R, +,.) induite par le produit scalaire
est I’application qui a tout vecteur if de [E associe le nombre réel HLT” défini par : ”LT” =+/(it, iT)

Remarque : Tout vecteur de norme 1 est appelé vecteur unitaire.

Comment normer un vecteur it ?
—
. gy u ST A . . .
11 suffit de considérer +—- (vecteur colinéaire a/donc de méme direction que ”LT” mais de norme 1).

T

s N
Théoréme 126 (Propriété des normes). Pour tout vecteur if, U et pour tout scalaire réel A,

[ = 1t

”17” =0 si et seulement si it = 0

o Inégalité triangulaire : ||L7+ 17” < ”ﬁ'” + H17||
« Inégalité de Cauchy-Schwarz : |(it, )| < ||| ||7]|

* Théoréme de Pythagore : ||LT+ 17“2 = ||17||2 + ”17“2 +2(il, V)

5.3.3 Angle et orthogonalité

4 )

(it,)

Définition 127 (Angle). L’angle O entre deux vecteurs i/ et ¥’ est défini par : O = arccos ——

171

{ )
Définition 128 (Orthogonalité). Deux vecteurs i/ et 7’sont orthogonaux si et seulement si (i, vy = 0,

autrement dit si et seulement si 6 = %
. J

Remarques :

PR — — e s . N — s . N
* Si i et v sont orthogonaux, alors les vecteurs Aif colinéaires a i et les vecteurs uv colinéaires a v
sont orthogonaux, autrement dit : YA,y € R, (Aif, uv’) = 0

* Pythagore pour des vecteurs orthogonaux : HLT+ 17”2 = ”17“2 + ”17”2

5.3.4 Exercices

© Exercice 63. Produit scalaire sur les fonctions : Notons CO([O,l],R) 'espace vectoriel des fonc-
tions définies et continues sur [0,1] et a valeurs dans R. Etant données deux fonctions f et g de cet

1
ensemble, on définit l'application (.,.) par (f,g) = f f(x)g(x)dx.
0

@ Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur C°([0,1], R).

@ Soit [F l'ensemble des fonctions affines sur [0, 1]. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de
CO([O,l],IR) et déterminer une base orthonormée de FF.

O

© Exercice 64. Produits scalaires et trigonométrie :  Dans l'espace E de fonctions définies et
continues sur [-7;,7t] & valeurs réelles, on définit le produit scalaire de deux fonctions f et g par :

(f.g)= f_ f(x)g(x)dx.
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Algebre linéaire

@® Montrer que si m et n sont des entiers distincts alors les fonctions x + cos(nx), x +> cos(mx),
X > sin(nx) et x > sin(mx) sont deux-a-deux orthogonales pour ce produit scalaire.

@ Que peut-on en déduire sur la dimension de E?

® Calculer ||cos(nx)|| et ||sin(nx)|| pour tout n € IN.

O

© Exercice 65. Calcul sur les polynémes :  On se place dans l'espace vectoriel des polynémes a

coefficients réels R[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = J P(x)Q(x)dx, ot P et Q sont deux
0
polynémes quelconques de R[X].

® Calculer (P, Q), ||P|| et ||Q||, lorsque P(X) = 4+ X et Q(X) = 5—4X?; méme question lorsque P(X) =
3X - X? et Q(X)=3+2X2.

@ Trouver un polynéme Q(X) orthogonal a P(X) = X% — X + 1/4; méme question pour P(X) = 2X — 1
O

© EXERcICE 66. Variante de produit scalaire sur les polynémes :  On considére, dans l'espace des
1

polynémes a coefficients réels et de degré 2 (R,[x]), l'application (P, Q) = J P’(x)Q’(x)dx + P(0)Q(0),
ol P et Q sont deux éléments quelconques de R,[X]. ’
@ Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur R,[X].
@ Déterminer une base orthonormée B de R,[X].
® Soit [E = Vect(X?). Déterminer l'orthogonal de [E, c’est & dire l’ensemble des vecteurs orthogonaux
a E.
O

© Exercice 67. A réfléchir :  Soit [E un espace vectoriel euclidien de produit scalaire {.,.) et de
dimension n. On se donne n vecteurs de norme unitaire, (ey, ..., ¢,) de E, et on suppose que : Vx € [E, ||x||2 =

i(x, ei>2.
i=1

@ Soit F = Vect(ey, ..., ;). Montrer que l'orthogonal de IF, noté F+*, est 0. En déduire que F = E puis
que B = (eq,...,e,) est une base de [E.

@ Montrer que B est une famille orthogonale. En déduire que B est une base orthonormée de E.
O
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